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PRÉFACE 


Le présent ouvrage réunit des problèmes d'électrodynamique 
classique que l’auteur utilise depuis plusieurs années au cours des 
exercices pratiques à l’Institut des ingénieurs physiciens de Moscou 
et propose aux élèves en qualité de devoirs individuels. La majeure 
partie des problèmes sont problèmes originaux indépendants les uns 
des autres. En même temps, le recueil contient un certain nombre de 
problèmes types connus, ayant pour but d'illustrer les méthodes de 
résolution utilisées. Les problèmes proposés sont gradués en difficul- 
fés mais la plupart d'eux sont accessibles à tous ceux qui se sont 
amiliarisés avec la théorie du champ électromagnétique. 

Les solutions de nombreux problèmes sont décrites en détail 
surtout dans les cas où l’on utilise des idées et des méthodes nou- 
velles par rapport à ce qui précède. Toutefois, le recueil comporte 
aussi un grand nombre de problèmes de même type relatifs aux diver- 
ses parties du cours d’électrodynamique. Dans de tels cas on ne donne 
que des réponses et des indications sommaires pour la résolution. De 
tels problèmes s'avèrent bien utiles pour rédiger les travaux de 
contrôle et les devoirs individuels ainsi que pour l’autocontrôle 
lors de l'étude de l'électrodynamique. Si le lecteur éprouve des dif- 
ticultés à résoudre ces problèmes, cela signifie qu'il n'a pas bien 
assimilé la partie correspondante du cours d'électrodynamique et 
qu'il doit donc la réviser. | 

Le contenu du recueil recouvre les questions de l’électrodynami - 
que dans le vide. A côté de la densité volumique on a introduit les 
notions de densité superficielle et de densité linéique de charge ainsi 
que celle de densité superficielle de courant, ce qui a permis d'élargir 
considérablement le cercle de questions traitées et d'illustrer diver- 
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ses méthodes appliquées aussi bien en Electrodynamique dans le vide 
qu'en Electrodynamique des milieux continus. 

Chaque chapitre est précédé par un rappel de notions théoriques 
alors que les annexes donnent des renseignements nécessaires rela- 
tifs à l’analyse vectorielle, au calcul tensoriel et aux fonctions spé- 
ciales. Les formules données ont pour but d'économiser le temps du 
lecteur lors de la résolution des problèmes. Elles ont aussi permis de 
réduire le volume des solutions et donc celui de tout le recueil. 


A. Alexéev 


NOTATIONS ET SYMBOLES ADOPTÉS 


On utilise partout le système d'unités de Gauss. 

Les vecteurs sont désignés par des caractères gras et leurs modules 
par des caractères fins. La décomposition d'un vecteur A suivant 
les vecteurs unitaires 1,, 1, et 1. d’un système de coordonnées carté- 
siennes s'écrit sous l’une de deux formes 


A — A1: ne À rly + A ,1. — Al, + A1, + À 31. 


Si un indice de vecteur ou de tenseur, désigné par une lettre 
grecque, se rencontre deux fois dans une expression donnée, on sup- 


pose que la sommation sur cet indice se fait de 1 à 3. Dans ce cas, 


le signe de somme * est omis. Par exemple, 


da = 01 + Gode + Asa. 


Si ces indices sont désignés par une lettre latine, la sommation se 
fait de 1 à 4: 


ab, = @b, + deb, + a3b4 + abs. 
Toutes les intégrales, qu'elles soient simples ou multiples. sont 
désignées par un seul et même symbole | et ne se distinguent l'une 


de l’autre que par la désignation de l'élément d'intégration : dV — 
— dxdydz = dr pour un élément de volume; dS = n dS pour un 
élément de surface et dl = + dl pour un élément de contour orienté. 
Ici, n est le vecteur unitaire de la normale à la surface d’intégra- 
tion et t le vecteur unitaire de la tangente au contour d'intégration. 


Le symbole désigne l'intégrale sur une surface fermée avec vec- 


teur unitaire n de la normale extérieure ou l'intégrale sur un contour 
orienté fermé dont le sens de parcours est donné par le vecteur uni- 
taire t. Dans le cas des intégrales définies, les limites d'intégration 
sont parfois omises. Dans ce cas, l'intégration est étendue sur la 
région où la fonction sous le signe somme est non nulle. 
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La décomposition en série de Fourier est notée 


= | f(o) e-ivt de, 


f(w)= | f(0) eiv' di 


ou, dans un espace à trois dimensions, 
1 
pr) = gr |  (K) eïkr dk, 


p (k) — [œ (r) er dr. 


% e. # . e ; e 2 Cd Ld 
Une fonction périodique f ({) de période T=— est décomposée 
? e e 0 
en série de Fourier 


(9 


f(t)= ZX freine, 
n=— 00 
T/2 
1 À inoot 
În = + f (t) einort dt. 
-T/2 


La dérivée totale par rapport au temps est souvent désignée par 


un point placé au-dessus de la fonction =. La dérivée d’une 


fonction © (x) au point x = x, est représentée comme EE, 

L'indice O placé en bas et à droite de chaque symbole (lettre) 
désigne une grandeur constante dans le temps et indépendante des 
coordonnées. 

Si l'argument d'une fonction est représenté sous la forme at, 
kr ou Br, les facteurs «, k et B sont indépendants des coordonnées et 
du temps. 

À — potentiel vecteur 

c — 1) constante électrodynamique égale à la vitesse de la lu- 

mière dans le vide ; 2) constante arbitraire ; 3) demi-axe d’un 
ellipsoïde 

d — moment électrique dipolaire 
D, 8 — composantes du tenseur de moment électrique quadrupolaire 

e — charge ponctuelle (charge d’une particule) 

E — intensité de champ électrique 

€ — 1) énergie; 2) énergie cinétique d'une particule non rela- 

tiviste 
_F — force 


B— 
= 
= 
Le 
F— 
[RES 
T = 
k — 


pu 
Le 


p — 
P — 
q — 
Q — 
R — 


T — 


Que 
S — 
l — 


TT — 


1. — 
U — 
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densité d’impulsion de champ électromagnétique 
constante de Planck égale à 1,054 -10-°7 erg:s 

intensité de champ magnétique 

densité superficielle de courant 

intensité de rayonnement 

densité volumique de courant 

1) intensité de courant ; 2) moment d'inertie 

1) vecteur d'onde; 2) vecteur variable de décomposition en 
intégrale triple de Fourier 

dimension linéaire d'un système chargé ou d'une portion de 
l'espace 

1) contour à intégration dans une intégrale curviligne ; 2) 
longueur 

masse 

moment angulaire (moment cinétique) 

1) moment des forces ; 2) vecteur unité 

1) vecteur unitaire de la normale à une surface (de la normale 
extérieure à une surface fermée) ; 2) vecteur unitaire du rayon 
vecteur r du point d'observation *); 3) vecteur unité 
impulsion 

impulsion totale d'un système mécanique 

densité linéique de charge 

charge totale 

rayon d’une circonférence, d’un cylindre ou d'une sphère 
1) module du rayon vecteur r; 2) coordonnée sphérique; 
3) coordonnée cylindrique 

surface (aire) 

vecteur de Poynting 

temps 

1) période ; 2) énergie cinétique d'une particule relativiste 
tenseur des tensions de Maxwell 

énergie potentielle 

vitesse 

volume 

1) énergie d'un champ électromagnétique; 2) énergie ma- 
gnétique de l'interaction d’un courant avec un champ ma- 
gnétique extérieur 

densité d'énergie d’un champ électromagnétique 

La = Y, T3 = Z — composantes du rayon vecteur r en coor- 
données rectangulaires cartésiennes 

angle polaire d'un système de coordonnées sphériques 
longueur d'onde divisée par 2x 

moment magnétique 


*) Par point d'observation on entend le point où l'on mesure la grandeur 
considérée. (V.d.T.) 
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u — masse réduite 

p — densité volumique de charge 

o — densité superficielle de charge | 

T — 1) vecteur unitaire de la normale à une surface ou à un con- 
tour orienté; 2) densité de moment dipolaire d’une couche 
bipolaire 

@ — potentiel scalaire 

Ÿ — 1) angle azimutal d'un système de coordonnées sphériques ; 
2) angle polaire d'un système de coordonnées cylindriques; 
3) angle formé entre deux directions 

© — 1) fréquence cyclique ; 2) vitesse angulaire de rotation 

© — 1) angle solide ; 2) fréquence cyclique 

V — opérateur nabla 


PROBLÈMES 


CHAPITRE PREMIER 


CHAMP ÉLECTRIQUE STATIQUE 


La grandeur fondamentale qui caractérise un champ électrique 
dans le vide est le vecteur E = E (r) de l'intensité de ce champ. Le 
vecteur E (r) représente la force qui s'exerce sur une charge d'essai 
unité placée en un point de rayon vecteur r. 

Le présent chapitre est consacré au champ électrostatique produit 
par des charges fixes. La distribution de charges dans l’espace se 
décrit par la densité volumique p (r), celle sur une surface chargée 
par la densité superficielle © (r) et celle sur un contour linéaire chargé 
par la densité linéique gqg(r). Une surface chargée est considérée 
comme la limite vers laquelle tend une surface d'épaisseur finie 
quand elle s’amincit indéfiniment à condition que la charge © par 
unité de surface reste invariable. De façon analogue, un contour li- 
néaire chargé (ou tout simplement une charge linéique) est la limite 
vers laquelle tend un cylindre long chargé quand il s’amincit indé- 
finiment à condition que la charge qg par unité de longueur reste 
invariable. Les formes de la surface chargée et du contour d'une 
charge linéique peuvent être quelconques. En outre, l’espace peut 
contenir des charges ponctuelles distinctes e; (i = 1, 2, ..., N). 

L'intensité de champ électrostatique satisfait aux équations de 
Maxwell 

rot E = 0 (1.1) 
div E = 4xp. (1.2) 


Si un ensemble de charges électriques est concentré dans une 
portion limitée de l’espace, l'intensité de champ électrostatique qu’il 
produit à de grandes distances r décroît comme 1/r° ou plus rapide- 
ment. Cette assertion constitue une condition supplémentaire aux 
équations de Maxwell (1.1) et (1.2) pour la détermination de E dans 
un espace illimité. 

Au passage à travers une surface chargée, la composante normale 
Eh = En de l'intensité de champ électrique subit une variation en 
forme de saut : 

Esn — Ein = 470, (1.3) 
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alors qu'il y a continuité de la composante tangentielle 
n X (E, ur E,) — 0. (1.4) 


Les indices 1 et 2 indiquent ici l'intensité de champ électrique dans 
les première et deuxième régions situées de part et d'autre de la 
surface chargée. Le vecteur unitaire n de la normale à cette surface 
est dirigé de la première région vers la deuxième. Les relations (1.3) 
et (1.4) constituent les conditions aux limites en électrostatique. 

Généralement, le second membre de l'équation de Maxwell (1.2) 
fait intervenir la densité volumique de charge p continue par mor- 
ceaux alors que la densité superficielle © est prise en compte dans les 
conditions aux limites. 

Il existe aussi une autre méthode de résolution du problème 
électrostatique qui n'exige pas d’énoncer les conditions aux limi- 
tes. La distribution superficielle de charge © (r) est prise en compte 
dans la densité volumique p (r) à l’aide de la fonction impulsion de 
Dirac (fonction delta) et la solution des équations de Maxwell est 
cherchée d'emblée dans tout l’espace. Mathématiquement, une telle 
méthode est moins commode parce que le second membre de l’équa- 
tion (1.2) se transforme en une fonction singulière qui devient égale 
à l'infini aux points des surfaces chargées. 

L'intensité de champ électrique satisfait au théorème électra- 
statique de Gauss 


E dS — 4rQ, 
6 1 


où Q est la charge totale contenue à l’intérieur d’une surface fermée S. 
Dans le cas général, cette charge est représentée par l'ensemble de 
charges volumiques, superficielles, linéiques et ponctuelles. 

En plus de son intensité E, un champ électrique statique se 
caractérise par son potentiel ® qui est défini par la relation 


E = —grad . (1.6) 


La différence de potentiel entre un premier et un deuxième 
points de l’espace représente le travail qu'il faut effectuer contre 
les forces du champ pour transporter la charge unité du deuxième 
point de l’espace au premier point. 

Le potentiel @ satisfait à l'équation de Poisson 


Ve = —4np (1.7) 
et aux conditions à la limite sur la surface de séparation des régions 


CR Le ON ne (1.8) 


Ps = Poe (1.9) 
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(PA) 


Dans le cas où le second membre de l'équation (1.7) est nul, cette 
dernière s'appelle équation de Laplace. En résolvant les équations 
de Poisson et de Laplace, il convient d’avoir en vue que le potentiel 
est une fonction continue en tous les points de l’espace où la densité 
volumique de charge est limitée. Au surplus, le potentiel est con- 
tinu au passage à travers une surface chargée si la densité superficielle 
de charge au point donné est limitée. La condition à la limite sur 
un contour linéaire chargé avec une densité linéique g s'écrit quand 
r — 0 sous la forme @ = —2gq in r + const, r étant la distance la 
plus courte entre le point d'observation et le contour considéré. 
Lorsque les charges se situent dans une région finie de l’espace. le 
potentiel à une distance infiniment grande de ces charges est nul. 
Après avoir trouvé le potentiel, on détermine l'intensité de champ 
électrique en calculant le gradient (1.6). 

Et réciproquement, si c’est le vecteur E qui est trouvé d’après 
le théorème de Gauss (1.5) ou par une autre méthode quelconque, on 
détermine le potentiel @ du champ électrique à partir de la rela- 
Lion (1.6) considérée comme une équation différentielle par rapport 
à la fonction y cherchée. 

Dans les problèmes d'’électrodynamique on étudie souvent le 
champ électrique des sources infiniment étendues bien que les systè- 
mes de charges réels aient toujours des dimensions finies. Les résul- 
tats qu’on obtient dans ce cas présentent un intérêt pratique parce 
que le champ produit par des sources infiniment étendues décrit 
correctement, à des distances petites par rapport aux dimensions 
linéaires des systèmes réels, le champ électrique engendré par ces 
systèmes. Par exemple, le champ électrique produit par un cylindre 
indéfini chargé coïncide, avec une haute précision, avec le champ 
d’un cylindre analogue ayant une longueur suffisamment grande 
mais de valeur finie, si la distance entre le point d'observation et 
ce cylindre est petite par rapport à la longueur de celui-ci. La diffé- 
rence entre ces champs s’observe au voisinage des faces terminales du 
cylindre ainsi qu'à des distances comparables à sa longueur. 

Le potentiel et l’intensité du champ électrostatique produit par 
une charge ponctuelle ont pour expressions 


e(r—r’) 


p= Tr, E()=-—s, (1.10) 


où ret r’ sont les rayons vecteurs respectivement du point d’observa- 
tion et du point d'emplacement de la charge (loi de Coulomb). 

En électrostatique, le principe de superposition est valable: le 
champ électrique produit par un système de plusieurs charges repré- 
sente la superposition (la somme) des champs engendrés par chaque 
charge séparément. Autrement dit, en présence d’autres systèmes 
chargés, les charges produisent le même champ que dans le vide. 
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Si les charges sont réparties avec une densité volumique p (r’), 
on peut, en utilisant la loi de Coulomb pour la charge ponctuelle 
élémentaire p (r’) dV’ d'une part et le principe de superposition des 
potentiels d'autre part, représenter le potentiel o (r) et l'intensité 
E (r) du champ électrique au point d'observation de rayon vecteur 
r sous la forme 


dy’ 
p(r) = De. ([.11) 
, > d\’’ 
E (r) = joe. (1.12) 


Le potentiel (1.11) satisfait à l'équation de Poisson (1.7) et cons- 
titue sa solution générale dans l’espace illimité si l'intégrale de 
volume est convergente. Dans ce cas, les conditions aux limites (1.8) 
et (1.9). sur la surface de séparation des charges électriques et du 
vide se trouvent automatiquement réalisées. Dans le cas où l'inté- 
grale (1.11) n’est pas convergente ou ne peut pas être calculée par voie 
analytique, le potentiel du champ électrique est déterminé en résol- 
vant les équations de Poisson (1.7), compte tenu des conditions aux 
limites (1.8) et (1.9). 

Parfois. au lieu des charges volumiques, l'espace contient des 
surfaces chargés et des contours linéaires chargés. Dans ce cas, le 
potentiel est calculé au moyen de la formule 


porn | EE (ane (1.13) 


[r—r| [ri 


et l'intensité du champ électrique est déterminée d’après la rela- 
tion (1.6). 

Le calcul direct des intégrales (1.11) et (1.13) est, en règle géné- 
rale. difficile à réaliser. C’est pourquoi, pour pouvoir déterminer le 
champ électrostatique à grande distance du système de charges, on 
a élaboré une méthode permettant de calculer ces intégrales avec 
toute la précision voulue. Cette méthode consiste à développer 


Ta 


la fonction en une série suivant le petit paramètre —, 


où les rayons vecteurs r et r’ sont pris dans un système de coordon- 
nées dont l’origine est placée à l'intérieur d'un système de charges 
dont la dimension linéaire maximale est /. Il en résulte qu'à grande 
distance r > L du système chargé le potentiel sera représenté par 
une série dont la convergence est infiniment rapide 
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où pour la répartition de charge avec une densité volumique p (r) 
sont introduites les notations suivantes: 


Q= (px) dv, (1.15) 
d— fr (r) dV, (1.16) 
Das = | (3zazs — r0af) p (r) dV, (1.17) 
retail, tal. (1.18) 


Les grandeurs (1.15), (1.16) et (1.17) s'appellent respectivement 
charge totale, moment électrique dipolaire et tenseur de moment 
électrique quadrupolaire du système chargé. Ces dernières caracté- 
risent le degré d'écart que la distribution de charge du système pré- 
sente par rapport à une symétrie centrale. Dans un système chargé 
à symétrie sphérique, les quantités (1.16) et (1.17), de même que les 
moments de multipôles de rang plus élevé, sont nulles, alors que le 
potentiel aux points extérieurs est un potentiel coulombien q = 
— Q/r où rest la distance entre le centre de symétrie du système et 
le point d'observation. 

Si les charges sont réparties sur la surface avec une densité super- 
ficielle o, la charge totale, le moment électrique dipolaire et le 
tenseur de moment électrique quadrupolaire sont exprimés respecti- 
vement par les intégrales (1.15) à (1.17) dans lesquelles on a opéré 
le changement pdV — odS et l'intégration se fait sur la surface char- 
gée. De façon analogue, pour un contour linéaire, chargé avec une 
densité linéique qg, on opère dans les intégrales (1.15) à (1.17) le 
changement p dV —+ q dlet l'intégration se fait sur le contour chargé. 

Dans le cas des charges e; placées en des points de rayons vecteurs 


r, (= 1, 2,.... N), la densité volumique de charge s'exprime 
par la fonction delta 


N 


pt)=  eô(r—rs), (1.19) 
et les expressions (1.16) et (1.17) prennent la forme 
N 
N 
Dos = Ve (BTiaz 18 — rFdaB)- (1.21) 


Pour un corps de révolution uniformément chargé, le tenseur de 
moment électrique quadrupolaire prend sa forme la plus simple dans 
le système de coordonnées cartésiennes dont l’un des axes coïncide 
avec l'axe de symétrie axiale. Dans ce cas, les seules composantes 
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non nulles sont les composantes diagonales du tenseur D, 8. Si par 
exemple, l'axe des Z est choisi le long de l’axe de symétrie du corps 
de révolution, les composantes non nulles du tenseur D, 4, ont pour 
grandeur : 


Du = Da= —+ Dar (1.22) 


La grandeur D:4 = D est appelée moment électrique quadrupolaire 
du corps de révolution. 

Par analogie avec le cas de charges ponctuelles (1.19), il est 
possible d'introduire, à l’aide de la fonction della, la notion de den- 
sité volumique p aussi dans le cas où est donnée la distribution super- 
ficielle ou linéique de charges. Après cela, on peut se servir des formu- 
les obtenues précédemment pour la distribution volumique avec 
une densité p (r). 

Un système de deux plans parallèles infiniment rapprochés, dont 
les densités superficielles de charges des portions opposées sont 
égales en grandeur absolue mais de signes contraires s’appelle couche 
dipolaire ou couche bipolaire. Cette couche se caractérise par la 
densité de moment électrique dipolaire t. En tout point sur la sur- 
face de la couche bipolaire le vecteur + est parallèle à la normale net 
dirigé de la face négative vers la face positive. Quand deux surfaces 
parallèles chargées de signes contraires se rapprochent indéfiniment 
l’une de l’autre, la densité superficielle de charges sur les portions 
opposées croît en valeur absolue, de sorte que la densité de moment 
électrique dipolaire + prend une valeur finie. L'élément dS — n dS 
de surface de la couche bipolaire possède un moment électrique 
dipolaire dd = tdS = tds 

Le potentiel produit par la couche bipolaire au point d'’observa- 
tion de rayon vecteur r est déterminé par la formule suivante 


o(r)= cs 2 AUS SP NCA (1.23) 


TENUE 


où t(r’) est la densité de moment électrique dipolaire en un point 
de rayon vecteur r’ situé sur la surface de la couche bipolaire. 

Lorsque la densité de moment électrique dipolaire est constante 
en valeur absolue, la couche est dite homogène et la formule (1.23) 
prend la forme beaucoup plus simple 


p = 1. (1.24) 


Ici Q est l'angle solide sous lequel du point d'observation on voit la 
face positive de la couche bipolaire. Si c'est la face négative qui 
est vue du point d'observation, on affecte le second membre de 
(1.24) du signe moins. 
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Le potentiel et l’intensité de champ électrique sur la surface de 
la couche bipolaire satisfont aux conditions aux limites 


Poe — Pi = ANT, (1.25) 
En — Ein = 0, (1.26) 


où les indices 1 et 2 désignent les grandeurs prises sur les faces néga- 
tive et positive de la couche. 

La valeur du potentiel @, (r’) en un point quelconque sur la 
surface elle-même de la couche bipolaire est liée à la densité + (r'} 
de moment électrique dipolaire en ce point par les relations suivantes 


1 (r°) = Po (x) — 2nt (r'), (1.27) 
Pa Cr) = po (r°) + Zn (r°), (1.28) 


où y, (r’) et æ, (r’) sont les valeurs limites que prend le potentiel 
lorsqu'on se rapproche de la couche bipolaire respectivement du 
côté de la face négative et de la face positive. Ces valeurs du poten- 
tiel entrent dans la condition à la limite (1.25). 

L'énergie d’un champ électrostatique s'exprime par 


1 
3x |E" ar. (1.29) 


Si cetle intégrale converge dans un espace illimité, il est commode 
de se servir, pour le calcul de l'énergie électrostatique (1.29). de la 
formule équivalente 


W — 


W = + [pp dy. (1.30) 


L'énergie électrostatique d'interaction de deux systèmes chargés 
avec des densités volumiques p, (r) et p, (r’) est calculée au moyen 
de la formule 

__ ( pa (r) Pe (r°) ’ 
U= (PER ay dy”. (1.31) 

L'énergie potentielle d’un système de charges réparties avec une 
densité volumique p (r) dans un champ électrique extérieur de poten- 
tiel p (r) est donnée par la relation 


U— LE (r) o(r) dY. (1.39) 


Si le potentiel o (r) du champ électrique extérieur ne subit, sur 
l'étendue du système chargé, qu'une légère variation, l’expres- 
sion (1.32) est remplacée par une série rapidement convergente : 


1 2 
U = Qp(R)— dE (R) + ÿ Das RES +. (1.33) 
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Ici, le potentiel et l'intensité de champ électrique, tout comme les 
dérivées du potentiel, sont pris au point de rayon vecteur r = R, 
situé à l’intérieur du système de charges considéré. Ce point intérieur 
sert d’origine au système de coordonnées cartésiennes dans lequel 
sont définies les grandeurs d et D, 8. 

La force F et le moment N des forces qui sont appliquées à un 
système de charges dans un champ électrique extérieur d'intensité E 
ont pour grandeurs 


F— | bE dV, (1.34) 
N= [(rxE)pay. (1.35) 


Dans le cas particulier d'un dipôle électrique de moment d, les 
relations (1.34) et (1.35) deviennent 


F = (d grad) E = grad (dE), (1.36) 
N = d x E. (1.37) 
En utilisant le tenseur de tensions de Maxwell 
1 
Tas= 7 (EaEp—+ Eôes), (1.38) 


on peut remplacer la force électrostatique volumique (1.34) par un 
système de forces superficielles exercées sur la surface limitant le 
volume V à l’intérieur duquel la charge est répartie avec une densité 
volumique p. Alors, la composante F, de la force résultante (1.34) 
s'écrira sous la forme 


Fa= \pEa dV = Tepns ds, (I.39) 
Ÿ S 


n étant le vecteur unitaire de la normale extérieure à la surface S 
qui limite le volume V. (Pour plus de détails, consulter les ouvrages 
[1] à [3] par exemple. Pour la théorie et les problèmes d'électrodyna- 
mique des milieux continus, se reporter aux ouvrages [4] à ([6].) 


$ 1. Equations de Maxwell et conditions 
aux limites en électrostatique 


1. Calculer l'intensité E d’un champ électrique dont le poten- 
tiel @ est égal à: a) a (b X r); b) (a X r)(k X r); c) (ar) cos kr; 
d) dr/#;e)f(r)F(r); f)F(f (ar)). Ici, les vecteurs a, b, k et d sont 
indépendants des coordonnées et du temps alors que f et F sont des 
fonctions dérivables arbitraires de leur argument. 

2. Peut-on produire dans l’espace un champ électrostatique d'’in- 
tensité E — a X r, où a est un vecteur constant ? 
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3. Peut-on assurer à l'extérieur d’une cavité une distribution 
de charges telle que l'intensité E du champ électrostatique à l’inté- 
rieur de la cavité soit de la forme: a) E,: b) (br)a; c) (ab)r; 
d) (ax(bxr)); e) (ar) (kxr); f) (rx(exr)); g) a (br) cos kr; 
h) E—E£,1,+ Eolo+ Ewty, où les composantes du vecteur E en 
coordonnées sphériques sont E, = ENT (3 cos? 8— 1), Eo— 


= CR sin 20 et Ey=0 pour r> R; 1) E—E,{,+Eyi,+E.i., 


où les composantes du vecteur E en coordonnées cylindriques sont 
E,= (Eb) (1-+ = ) cos, Ev = (Evb) (#5 —1)sinpet E,=0 pour 
r> AR? Ici, les vecteures a, b,c, k et E, ne dependent pas des 
coordonnees. 

4. Déterminer la distribution volumique p de la charge qui 
produit dans l’espace un champ électrique d'intensité E égale à: 


2 | 2 
9 Gb D pm 9 Lift 2 (+2) Jor(—+)): 
d) E,1, + Eos + Ewly, où les composantes du vecteur E en coor- 
données sphériques sont: £E, = 2nf (r — _ ue cos; ÆEo-— 


= npo(5+R—r) sin 6, ÆE,=0 pour r<AÀ et PRE PoR* _ 


Eo= EpoRt SE, Ey=0 pour r>R; e) E1,+ .. EA., où . 
composantes du vecteur E en coordonnées cylindriques sont: E, = 
= po (2r — R) cos}, Ey = po(R—r) sin, £,—=0 pour r<R 


9 2 d 2 
et E, = PoR (1++) cos Ÿ, Ey= por (— }sin Ÿ, E.=0 
pour r>/?. Ici, les grandeurs a, g, R, po, e et le vecteur b ne 
dépendent pas des coordonnées. 

5. En calculant le rotationnel et la divergence de l'intensité E 
de champ électrique s’assurer qu'en électrostatique l'expression 

p (r’ AtES , 
satisfait aux équations de Maxwell. Ici, p (r’) est la densité volumi- 
que de charge au point de rayon vecteur r’. 

6. L'intensité d’un champ électrique est uniforme à l’intérieur 
d'une certaine région de l’espace. Les points intérieurs de cette 
région, portent-ils des charges quelconques qui participent à la 
production de ce champ électrique ? 


b 
7. Démontrer qu'en électrostatique l'intégrale (Eal prise 


a 
entre deux points quelconques de l’espace ne dépend pas de la forme 
du contour à intégration. 
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8. Déterminer la distribution superficielle © de charge si l’inten- 
sité E du champ électrique est de la forme: a) £, = E, = 0, E, = 
= E, pour 2>0 et E, = E, = 0, E, = —E, pour : <0; b) 
E = 0 pour r <R et E = Qr/r° pour r > R, r étant la distance à 
l'origine des coordonnées et Q et R des constantes; c) E = 0 pour 
r <RetE = gr/r° pour r > R, r étant la distance à l’axe des Z et q 
et R des constantes. 


$ 2. Théorème électrostatique de Gauss 


9. Soit une région de l’espace contenant une charge uniformé- 
ment répartie avec une densité volumique p. Calculer l'intensité E 
et le potentiel oq du champ électrique en tout point de l’espace si 
cette région chargée est a) une sphère de rayon R; b) un cylindre 
indéfini de rayon R; c) une plaque indéfinie d'épaisseur 2L. 

10. Soit une surface portant une charge uniformément répartie 
avec une densité superficielle oc. Déterminer l'intensité E et le poten- 
tiel @ du champ électrique en tout point de l’espace si cette surface 
chargée a la forme: a) d’une sphère de rayon R; b) d’une surface 
cylindrique indéfinie de rayon À; c) d’un plan. 

11. Soit une sphère de rayon À contenant une charge à symétrie 
sphérique avec une densité volumique p = ar° où a est une constante. 
Quelle est la valeur du flux ® du vecteur intensité de champ élec- 
trique à travers le cercle de rayon R dont le plan touche la sphère 
au point central? 

12. La densité moyenne de charge du nuage électronique dans 
l'atome d'hydrogène est égale à p = — = exp (—-<+) , où 
a est le rayon de Bobhr et r la distance au proton portant la charge e. 
Déterminer l’intensité E du champ électrique dans l’atome d’hydro- 
gène. Etudier E à petite distance r € a et à grande distance r 5 a 
du proton. 

13. L'espace entre deux sphères concentriques de rayons R, et 
R; (R, < R,) contient une charge à symétrie sphérique répartie 
avec une densité volumique p = p (r), r étant la distance au centre 
commun des sphères. Calculer l'intensité E et le potentiel @ du 
champ électrique en tout point de l’espace. 

14. La densité volumique de charge d'un cylindre indéfini pré- 
sente une symétrie axiale et est égale à p := p (r). Déterminer l’inten- 
sité E et le potentiel @ du champ électrique à l’intérieur du cylindre. 
Prendre comme zéro des potentiels le potentiel de la surface du 
cylindre. 

15. Soit une plaque indéfinie chargée symétriquement par rap- 
port à son plan médian z — 0. La densité volumique de charge est 
p =p(|z |). Calculer l'intensité E et le potentiel @ du champ élec- 
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trique à l’intérieur de la plaque. Prendre comme zéro des potentiels 
œ le potentiel des points du plan médian. 

16. Soient deux charges ponctuelles de signes contraires e, et e 
(e, > le: |) disposées sur l'axe des X à une certaine distance l’une 
de l’autre. L’axe des X est dirigé de la charge positive vers la charge 
négative. Quel est l’angle 0, que fait avec l'axe des X la ligne de 
force partant de la charge e, sous l’angle 6, et aboutissant à la charge 
e, ? Sous quel angle 6, part de la charge e, la première ligne de force 
qui dans le plan XŸ se termine à l’infini ? Quel est l’angle 864 qu'elle 
fait avec l’axe des X à l'infini? 

17. Soient deux fils homogènes indéfinis chargés de signes con- 
traires et tendus dans le plan XZ parallèlement à l’axe des Z. Les 
densités linéiques de charges sur les fils positif et négatif sont respec- 
tivement g, et qe (q1 >> | qe 1). L’axe des X est dirigé du fil positif 
vers le fil négatif. Quel est l’angle #, que fait avec l’axe des X la 
ligne de force partant du fil positif et entrant dans le fil négatif 
sous l’angle .? Quel est l'angle 1, que fait avec l'axe des X la 
première ligne de force qui part du fil positif et se termine dans le 
plan XŸY à l'infini? 

18. Soit une charge e, disposée sur l’axe des X au point x, = L. 
Déterminer la valeur de la charge e, qu'il faut placer en un point 


ze = —V3l sur l'axe des X pour que le flux de l'intensité du champ 
électrique à travers le cercle x = 0, y* + z° = [* soit nul. 
19. L’intensité d’un champ électrique dans l’espace est connue: 


E=< (1+br) exp (—br), 


où e et b sont des constantes positives et r est la dista nce à l’origine 
des coordonnées. Déterminer la distribution volumique p de la 
charge qui a produit ce champ. Quelle est la valeur de la charge 
totale Q? 

20. Calculer l'intensité E et le potentiel @ du champ électrique 
produit par deux fils conducteurs parallèles indéfinis, uniformément 
chargés avec une densité linéique respectivement q et —q. La distance 
entre les fils est Z. Etudier la variation de E et de œ à grande distance 
des fils. Prendre comme zéro des potentiels q le potentiel à une distan- 
ce infiniment grande des fils. 

21. Soient trois plans perpendiculaires entre eux et uniformé- 
ment chargés avec une densité superficielle o. Déterminer l'intensité 
E du champ électrique en tout point de l’espace. 

22. Soit une cavité sphérique disposée excentriquement à l'in- 
térieur d’une sphère uniformément chargée avec une densité volu- 
mique 0. La distance entre les centres de la sphère et de la cavité est 
égale à !. Déterminer l'intensité E du champ électrique aux points 
de la cavité sphérique. 


tŸ 
L 
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23. Soit une cavité cylindrique placée à l’intérieur d’un cylindre 
indéfini uniformément chargé avec une densité volumique p. La 
distance entre les axes parallèles du cylindre et de la cavité est L. 
Calculer l'intensité E du champ électrique à l’intérieur de la cavité. 

24. Soit une plaque indéfinie d'épaisseur négligeable, uniformé- 
ment chargée avec une densité superficielle o et divisée en deux 
parties par une fente de largeur a. Déterminer l'intensité E du champ 
électrique à grande distance r > a de la fente, en tenant compte des 
termes d'ordre 1/r. 


$ 3. Application de la solution générale 
de l’équation de Poisson 


25. Soit un disque d'épaisseur négligeable de rayon À, uniformé- 
ment chargé avec une densité superficielle o. Déterminer le potentiel 
o et l'intensité E du champ électrique sur son axe. S'assurer qu'à 
grande distance du disque le potentiel trouvé coïncide avec le poten- 
tiel coulombien alors qu'au passage à travers la surface du disque 
l'intensité du champ électrique satisfait à la condition à la limite 
nécessaire Er — E;h = 4no. 

26. Soit une sphère de rayon À contenant une charge uniformé- 
ment répartie avec une densité p à l’intérieur du volume qu'elle 
limite. Son plan équatorial extérieur indéfini porte une charge 
répartie avec une densité superficielle o. Calculer l'intensité E du 
champ électrique sur l’axe de symétrie de la sphère qui est perpendi- 
culaire au plan équatorial extérieur uniformément chargé. 

27. L'axe des X porte, entre les points zx, = —/ et x, — Î, une 
charge uniformément répartie avec une densité linéique q. Calculer 
le potentiel @ du champ électrique en tout point de l'espace. 

28. Soit un cylindre de rayon À et de hauteur 24 contenant une 
charge uniformément répartie en volume avec une densité p. Détermi- 
ner le potentiel o du champ électrique sur l’axe de symétrie à l’inté- 
rieur et à l'extérieur du cylindre. S'assurer qu'à la limite, quand 
R — Oet xpR° — q. l'expression du potentiel trouvée pour les points 
extérieurs au cylindre se transforme en expression du potentiel du 
champ électrique produit par un tronçon uniformément chargé. 

29. Déterminer le potentiel @ du champ électrique sur l'axe de 
symétrie des corps uniformément chargés suivants: a) d'un anneau 
d'épaisseur négligeable de rayon À chargé avec une densité linéique 
q ; b) d’une surface cylindrique de rayon À et de hauteur 2h chargée 
avec une densité superficielle o&; c) d’une portion de plan limitée 
par deux sphères concentriques de rayons À, et R, (R, << R:) et 
chargée avec une densité &; d) d’un hémisphère de rayon R chargé 
avec une densité superficielle © ; e) du volume limité par un hémi- 
sphère de rayon R et chargé avec une densité volumique p. 
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30. Soit un plan indéfini uniformément chargé avec une densité 
superficielle o et présentant une bosse hémisphérique de rayon ÆÀ. 
Déterminer le potentiel @ — œ (z) du champ électrique sur l’axe des 
Z qui coïncide avec l’axe de symétrie de la surface composée chargée. 
Etudier œ (2) au voisinage du point z = 0 de courbure de l'hémisphère 
(|: | & À) ainsi qu'à grande distance (| z | > À) de l'hémisphère. 
Prendre comme zéro des potentiels y le potentiel au point de courbure 
de l'hémisphère : (0) = 0. 

31. Soit un hémisphère de rayon À contenant à l’intérieur du 
volume qu'il limite une charge répartie avec une densité volumique 
p = pose”, où pet a sont des constantes el r est la distance au centre 
de courbure de l'hémisphère. Déterminer l'intensité E du champ 
électrique au centre de courbure de l'hémisphère. 

32. Soit une sphère de rayon R contenant à l'intérieur du volume 
qu'elle limite une charge répartie avec une densité p = p, cos 8, 
où 6 est l’angle polaire d'un système de coordonnées sphériques. 


en fonctions 


En se servant du développement de la fonction 


sphériques, déterminer le potentiel @ du champ tue à l'inté- 
rieur et à l’extérieur de la sphère. 

33. Soit un anneau d'épaisseur négligeable et de rayon À, uni- 
formément chargé avec une densité linéique q. En utilisant le déve- 


loppement de la fonction — en fonctions sphériques, déter- 


miner le potentiel @ du champ électrique en tout point de l’espace. 
S'assurer qu'aux points sur l'axe de l'anneau le potentiel trouvé 
coïncide avec l'expression obtenue dans le problème 29 a). 

34. Soit un hémisphère de rayon R qui porte sur sa surface une 
charge uniformément répartie Q. En se servant du développement 


de la fonction er en fonctions sphériques, déterminer le poten- 


tiel @ du champ électrique en tout point de l’espace. S'assurer qu'aux 
points sur l’axe de symétrie de l'hémisphère le potentiel trouvé 
coïncide avec l'expression obtenue dans le problème 29 dj). 

35. Soit un disque d'épaisseur négligeable et de rayon R portant 
une charge uniformément répartie Q. En utilisant le développement 


de la fonction en fonctions sphériques, calculer le potentiel 


p et l'intensité E au champ électrique à l'extérieur du disque pour 
r > R,rétant la distance au centre du disque. Montrer qu'aux points 
sur l’axe du disque le potentiel trouvé coïncide avec l'expression 
obtenue dans le problème 25. 


36. En se servant du développement de la fonction 


1 
——— en 
PRE 2 
fonctions sphériques, calculer le potentiel @ du champ électrique à 
l'intérieur d’une région sphérique de rayon À dont l’une des moi- 
tiés est uniformément chargée avec une densité volumique p. 
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$ 4. Force et énergie en électrostatique 


37. Soit une sphère de rayon À, portant une charge Q répartie 
uuiformément sur sa surface. Calculer la valeur absolue de la force 
électrostatique F qui cherche à séparer la sphère en deux parties 
égales. 

38. Soit une sphère de rayon À contenant une charge uniformé- 
ment répartie avec une densité p à l’intérieur du volume qu'elle 
limite. En se servant du tenseur de tensions de Maxwell, calculer 
la force F qui tend à sectionner la sphère en deux parties égales. 
Justifier le résultat obtenu par un calcul indépendant en se servant 


de la formule F = | pE dV,E étant l'intensité du champ électrique 


produit par la sphère. 

39. Soit un cylindre indéfini de rayon À, uniformément chargé 
avec une densité volumique p. En se servant du tenseur de tensions 
de Maxwell, calculer la force F qui tend à séparer le cylindre en deux 
parties égales. Ici F est la force agissant sur l’unité de longueur de 
l'une des parties du cylindre. 

40. Déterminer l'énergie W du champ électrostatique produit 
par une sphère de rayon À à l’intérieur de laquelle est uniformément 
répartie une charge Q. 

41. Déterminer l'énergie W du champ électrostatique produit 
par une sphère de ravon À, uniformément chargée avec une densité 
superficielle ©. 

42. Une sphère de rayon R, contenant une charge Q uniformément 
répartie est placée excentriquement à l’intérieur d'une autre sphère 
de rayon À, uniformément chargée avec une densité volumique p. La 
charge de la grande sphère ne pénètre pas dans la petite sphère. La 
distance entre les centres des sphères est !. En supposant que les 
charges des deux sphères soient de même nom, déterminer la force F 
avec laquelle la petite sphère est poussée hors de la grande sphère. 
Quelle est la valeur de l'énergie électrostatique U d'interaction 
des sphères si le potentiel du champ électrique de chaque sphère 
chargée est nul à l'infini? 

43. Soit un cylindre indéfini de rayon À, uniformément 
chargé avec une densité volumique p, et placé à l'intérieur d'un 
autre cylindre de rayon R, uniformément chargé avec une densité 
volumique p.. La charge du cylindre extérieur ne pénètre pas dans 
le cylindre intérieur. La distance entre les axes parallèles des cylin- 
dres est L. Quelle est la force F qui s'applique à l'unité de longueur 
du cylindre intérieur? Déterminer l'énergie électrostatique U — 


= 01P2 dV d'interaction des cylindres par unité de leur longueur. 


Ici. , est le potentiel dû aux charges du cylindre extérieur. Pour 
que le résultat soit univoque, poser que le potentiel produit par les 
charges de chaque cylindre homogène plein est nul sur sa surface. 
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&4. La densité moyenne de charge du nuage électronique dans 


l'atome d'hydrogène se décrit par la fonction p — — 5 exp | — =} | 
où a est le rayon de Bohr et r la distance au proton portant la char- 


ge e. Tenant compte des contributions du proton et du nuage élec- 
tronique, donner l'expression pour la distribution des potentiels 
du champ électrique à l’intérieur de l'atome. Etudier la variation 
de 4 à petites (r € a) et à grandes (r > a) distances du proton. Quelle 
est la valeur de l'énergie électrostatique U d'interaction du proton 
avec le nuage électronique ? Quelle est la valeur de l'énergie électro- 
statique propre W du nuage électronique ? 

45. Soit une partie de sphère de rayon À. uniformément chargée 
avec une densité superficielle o et vue du centre de courbure sous un 
angle solide Q = 2x (1 — cos 84). Une charge ponctuelle e est placée 
sur l'axe de symétrie (l'axe de révolution) à la même distance du 
centre de courbure et de la surface chargée. Quelle est la valeur de 
l'énergie électrostatique U d'interaction de la charge e avec la sur- 
face chargée ? 

46. Calculer la force F qui s'applique à une charge e placée au 
sommet d’un cône de hauteur À et de rayon À à la base si ce cône 
est uniformément chargé en volume avec une densité p. 

47. Soit une surface conique de hauteur quelconque et de rayon À 
à la base, uniformément chargée avec une densité superficielle o. 
Déterminer le travail U à fournir pour amener une charge e de l'in- 
fini au sommet de cette surface conique. 

48. Soit un secteur sphérique formé par l'intersection d’une sphè- 
re de rayon À par une surface conique dont le sommet est au centre 
de la sphère. Ce secteur contient une charge Q uniformément répartie 
à l’intérieur du volume qu'il limite. Calculer le travail U qu'il faut 
fournir pour amener une charge e de l'infini au centre de la sphère. 
La valeur trouvée de U sera-t-elle différente si la charge Q est répar- 
tie uniformément dans tout le volume de la sphère ? 

49. En coordonnées sphériques, la densité moyenne de charge du 
nuage électronique d’un atome d'hydrogène excité se décrit par la 


fonction 
: 


r = 


9 
€ . . 
p=—- re %* sin?0cos’6, 


où a est le rayon de Bohr et r la distance au proton portant la char- 
ge e. Déterminer l'énergie électrostatique U d'interaction du proton 
avec le nuage électronique. 


$ 5. Equations de Laplace et de Poisson 
avec conditions supplémentaires 


50. Soit un plan XY portant une charge de densité superficielle 
périodique & = ©, cos (ax + by). Déterminer le potentiel @ du champ 
électrique dans un espace indéfini. 
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51. Les densités superficielles de charges des plans cartésiens 
X}", XZ et ŸZ sont respectivement de la forme : o — 0, sin a,x sin b,y, 
O — CO, Sin 4,7 sin 0,z, © —= 0, Sin ay sin b,z, où les constantes 


satisfont à la condition Va! + b b? — Va + b + bi — V a + b: + bÈ = X. 
Déterminer le potentiel œ du era électrique en tout point de 
l'espace. 

. Soit un espace contenant une charge électrique répartie 
avec une densité volumique périodique p = p, sin /,x sin l,y sin laz. 
Déterminer le potentiel œ@ et l'intensité E du champ électrique en 
tout point de l’espace. 

53. La densité volumique de charge d'un demi-espace z & 0 
présente une structure périodique p = p, cos kr, où le vecteur cons- 
tant k fait avec l’axe des Z un angle non nul. Calculer le potentiel 
@ du champ électrique en tout point de l'espace. 

54. La densité volumique de charge d’une plaque indéfinie d’épais- 
seur 2a présente une structure périodique p = p, sin l,x sin /.,y sin L:z, 
où |z | < a. Déterminer le potentiel @ du champ électrique à l’in- 
térieur et à l'extérieur de la plaque. 

55. En coordonnées sphériques, la densité volumique de charge 
à l’intérieur d’une sphère de rayon À est symétrique par rapport à 
l'axe des Z et s'exprime par p = p, cos 6, où 0 est l’angle polaire, 
l’origine des coordonnées étant au centre de la sphère. Déterminer 
le potentiel œ et l'intensité E du champ électrique en tout point de 
l'espace. 

56. Soit un cylindre indéfini de rayon À uniformément chargé 
sur toute sa longueur. La densité volumique de charge s'exprime 
par p = p, cos 1}, où 1j est l’angle polaire, et l’axe des Z du système 
de coordonnées cylindriques coïncide avec l’axe du cylindre. Evaluer 
le potentiel et l'intensité E du champ électrique à l’intérieur et à 
l'extérieur du cylindre. 

57. Soit une charge répartie sur la surface d’une sphère de rayon 
R avec une densité superficielle & — ©, cos 6, 8 étant l'angle polaire 
d’un système de coordonnées sphériques dont l’origine est au centre 
de la sphère. Déterminer le potentiel @ et l'intensité E du champ 
électrique à l’intérieur et à l'extérieur de la sphère. 

58. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon R uniformé- 
ment chargée avec une densité superficielle o = 0, cos 1, étant 
l'angle polaire d'un système de coordonnées cylindriques dont l'axe 
des Z est dirigé le long de l’axe de symétrie de la surface. A l’aide 
d’un champ électrique extérieur, transversal et uniforme, d'intensité 
E,, la surface cylindrique est maintenue au potentiel nul. Evaluer 
le potentiel œ el l’intensité E du champ électrique résultant à l’inté- 
rieur et à l'extérieur de la surface cylindrique et calculer la valeur 
de E,. 

59. Soit une sphère de ravon À; la densité volumique de charge 
répartie dans le volume qu'elle limite est donnée : p = ar, a étant 
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un vecteur constant et r le rayon vecteur ayant pour origine le centre 
de la sphère. Déterminer l'intensité E du champ électrique à l'inté- 
rieur et à l'extérieur de la sphère. 

60. La densité volumique d'une charge se décrit en coordonnées 
sphériques par la fonction 


P — Po (—)"P: (cos 6) pour r< À, 


D = Po (L)T'P, (cos8) pour r >A, 


où p, et R sont des constantes et P, (cos 8) est un polynôme de 
Legendre de degré r > 1. Evaluer le potentiel q du champ électri- 
que dans un espace illimité. 

61. La densité volumique d'une charge en coordonnées cylin- 
driques est de la forme 


P = Po (=) "cos ny pour r<R, 
P = Po ( 2)" cos ny pour r>A, 


où p, et R sont des constantes et x est un entier positif supérieur à 
l'unité. Déterminer le potentiel @ du champ électrique en tout point 
de l’espace. 

62. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon À dont le 
potentiel q, est donné: p, — ®@o Cos rx, où p, est une constante, n 
un nombre entier, 14 l’angle polaire, et l’axe des Z coïncide avec l'axe 
de cette surface cylindrique. Déterminer le potentiel q@ du champ 
électrique en tout point de l’espace si à l’intérieur et à l'extérieur 
de la surface cylindrique les charges sont absentes. Déterminer la 
distribution superficielle © de charge sur la surface cylindrique. 

63. Le potentiel y, d’une surface sphérique de rayon R est don- 
né: Ps = Po LY'im (8, D) — Y'in (8, Y)l, où Yim (8, 1) est une fonc- 
tion sphérique et 6 et 1 sont les angles polaire et azimutal d'un 
système de coordonnées sphériques ayant pour origine le centre de 
la sphère. Evaluer le potentiel o du champ électrique en tout point 
de l’espace en supposant qu'à l'intérieur et à l'extérieur de la surface 
sphérique les charges sont absentes. Déterminer la distribution su- 
perficielle © de charge sur la surface sphérique. 

64. Déterminer le potentiel o du champ électrique dans le do- 
maine O0 < zx limité par trois plans z = 0, y = 0 et y = b. On sup- 
pose que le plan z = 0 est porté à un potentiel uniforme ®, et les 
deux autres plans sont maintenus au potentiel nul. A l'intérieur du 
domaine considéré les charges sont absentes. 

65. Déterminer le potentiel @ du champ électrique à l’intérieur 
d’une boîte infiniment longue de section rectangulaire (0 & x < a, 
0 < y < b) pour les conditions aux limites suivantes: le potentiel 
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de deux faces z = 0 et y = b est uniforme et égal à @, alors que le 
potentiel de deux autres faces de la boîte est nul. A l’intérieur de la 
boîte les charges sont absentes. 

66. Déterminer le potentiel @ du champ électrique à l’intérieur 
d'un hémisphère de rayon À si le potentiel de sa surface a une valeur 
constante ®, et la base de l’hémisphère est maintenue au potentiel 
nul. À l'intérieur de l'hémisphère les charges sont absentes. 

67. Soit un plan indéfini présentant une bosse hémisphérique de 
rayon À. Le potentiel de l’hémisphère est uniforme et égal à œ, 
alors que le plan est maintenu au potentiel nul. Déterminer le poten- 
tiel @ du champ électrique dans le demi-espace au-dessus du plan à 
bosse, en supposant que dans ce demi-espace les charges sont absen- 
tes. 

68. Soit une surface sphérique de rayon À dont les deux moitiés 
sont portées à des potentiels constants respectivement q, et 4. 
Evaluer le potentiel ® du champ électrique à l'extérieur de la sphère 
où les charges sont absentes. 

69. Soit un plan divisé par une circonférence de rayon À en 
deux domaines: intérieur et extérieur. Le domaine intérieur est 
porté à un potentiel uniforme , alors que le domaine extérieur est 
maintenu au potentiel nul. En se servant du développement en 
polynômes de Legendre, déterminer le potentiel ® du champélec- 
trique en tout point du demi-espace au-dessus du plan indiqué. Dans 
le domaine considéré, les charges sont absentes. 

70. Soit une surface sphérique de rayon R formée de deux hémis- 
phères chargés uniformément de signes contraires ; les densités su- 
perficielles de charges sont o et —o. L'’axe des Z coïncide avec l’axe 
de symétrie et est dirigé des charges négatives vers les charges posi- 
tives. Evaluer le potentiel ® du champ électrique à l'intérieur et à 
l'extérieur de la surface sphérique. 

71. Le potentiel @, d’une surface cylindrique indéfinie de ravon R 
est de la forme @, = ®, pour 0 << << x et mp, = y pour x 4% < 
< 2n, où p, et w, sont des constantes, w est l’angle polaire et l'axe 
des Z coïncide avec l’axe de la surface cylindrique. Evaluer le poten- 
tiel ® du champ électrique en tout point de l’espace dans l'hypothèse 
où les charges sont absentes à l’intérieur et à l'extérieur de la surface 
cylindrique. 

72. La densité superficielle de charge sur une surface cylindrique 
indéfinie de rayon R est de la forme ©& = ©, pour 0 << < x et 
GO = 64 pour nr << <<2xr, où 04, et 0, sont des constantes, 1 est 
l'angle polaire et l’axe des Z coïncide avec l’axe de la surface cylin- 
drique. Déterminer le potentiel @ du champ électrique en tout point 
de l'espace. 

73. Le potentiel d’un plan indéfini est donné de manière qu'à 
l’intérieur d’un cercle de rayon R il a une valeur constante ®, alors 
qu’à l’extérieur de ce cercle il est nul. Dans le demi-espace considéré, 
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qui confine au plan donné, les charges sont absentes. Determiner le 
potentiel @ du champ électrique en tout point du demi-espace indi- 
qué en développant la fonction cherchée @ en intégrale de Fourier- 
Bessel. 

74. Soit un disque d'épaisseur négligeable et de rayon À unifor- 
mément chargé avec une densité superficielle o. En utilisant le dé- 
veloppement en intégrale de Fourier-Bessel, déterminer le potentiel 
o du champ électrique en tout point de l’espace. 

75. Soit un disque d'épaisseur négligeable et de rayon À porté 
à un potentiel constant @,. En se servant du développement en inté- 
grale de Fourier-Bessel, déterminer le potentiel du champ électrique 
en tout point de l’espace dans l'hypothèse où les charges à l'extérieur 
du disque sont absentes. Evaluer la distribution superficielle de 
charge © sur le disque. 


$ 6. Densité de charge des corps de différente configuration 


76. Soit un potentiel d’un champ électrique ayant en coordon- 
nées cylindriques la forme 
p—a(3R—2r)rcosp pour r<P, 
ar 
- 


p= COS pour r>R, 
où a et R sont des constantes. Déterminer la distribution volumique 
de la charge p qui a produit ce champ électrique (problème électro- 
statique inverse). 

77. Déterminer la distribution volumique de charge qui a créé 
dans l’espace un champ électrique dont le potentiel o en coordonnées 
sphériques est de la forme 


2R r? 
= (3+ pr) pour r<R, 
= pour r>A, 


où e 0 R sont des constantes. Quelle est la valeur de la charge to- 
tale Q? 

78. Le potentiel ® d’un champ électrique en coordonnées sphé- 
riques est de la forme o® = Q/R pourr << Ret ® = Q/rpourr > À, 
où Q et À sont des constantes. Déterminer la distribution de charge 
qui a produit ce champ électrique. 

79. Le potentiel q d'un champ électrique en coordonnées cylin- 


driques est de la forme o = 0 pour r < R et og = qln I pour 


r > R. où get R sont des constantes. Déterminer la distribution de 
charge qui a produit ce champ électrique. 
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80. En utilisant les propriétés de la fonction delta, déterminer 
la distribution volumique de charge p en coordonnées cartésiennes, 
cylindriques et sphériques dans les cas où l’espace contient des systè- 
mes uniformément chargés suivants : a) une surface sphérique de rayon 
R chargée avec une densité superficielle © (le centre de la sphère est 
confondu avec l’origine des coordonnées); b) un anneau d'épaisseur 
négligeable et de rayon R chargé avec une densité linéique q (l’an- 
neau est placé dans le plan XŸ et son centre se confond avec l’origine 
des coordonnées); c) un fil indéfini confondu avec l'axe des Z et 
chargé avec une densité linéique g; d) un plan XŸ chargé avec une 
densité superficielle o ; e) une surface cylindrique indéfinie de rayon 
R chargée avec une densité superficielle o (son axe de symétrie est 
confondu avec l’axe des Z). 

81. En utilisant les propriétés de la fonction delta ainsi que 
celles de la fonction 


1 pour «a >0, 
n(@)= | 


0 pour a<<0, 


déterminer la distribution volumique de charge p en coordonnées 
cartésiennes, cylindriques et sphériques dans les cas où l’espace 
contient des systèmes uniformément chargés suivants: a) un hémi- 
sphère de rayon À chargé avec une densité superficielle o (l’origine 
des coordonnées coïncide avec le centre de courbure et l'axe des Z 
est dirigé vers la concavité de l’hémisphère); b) un demi-cercle de 
rayon À situé dans les premier et deuxième quadrants du plan XY 
et chargé avec une densité linéique gq (le centre de courbure du demi- 
cercle coïncide avec l’origine des coordonnées et son diamètre est 
confondu avec l'axe des X); c) une barre d'épaisseur négligeable de 
longueur L située sur la partie positive de l’axe des Z et chargée avec 
une densité linéique q (l’une des extrémités de la barre est placée à 
l'origine des coordonnées); d) un disque d'épaisseur négligeable et 
de rayon À situé dans le plan XY et chargé avec une densité superfi- 
cielle o (le centre du disque coïncide avec l'origine des coordonnées) ; 
e) une surface cylindrique de rayon R et de hauteur h chargée avec une 
densité superficielle o (la base de la surface cylindrique est située 
sur le plan XŸ et son axe de symétrie est confondu avec l'axe des Z). 

82. Soit une ellipse de demi-axes a et b, située dans le plan XY 
et chargée avec une densité linéique g. Le centre de l’ellipse coïncide 
avec l'origine des coordonnées et son demi-grand axe est confondu 
avec l’axe des X. Déterminer la distribution volumique de charge p 
en coordonnées carlésiennes. 

83. Soit une surface de révolution elliptique de demi-axes a et b, 
uniformément chargée avec une densité superficielle o. Le centre de 
la surface elliptique coïncide avec l’origine des coordonnées carté- 
siennes et le demi-axe b est confondu avec l’axe des Z qui est l'axe 
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de symétrie axiale. Déterminer la distribution volumique de charge 
p en coordonnées cartésiennes. 

84. La distribution volumique de charge dans l’espace se décrit 
en coordonnées sphériques à l’aide de la fonction delta par la rela- 
tion p — _ ô (1 — cos* 8) où a est une constante. Déterminer la 
forme du corps chargé et le caractère de distribution de charge sur 
ce corps. 

85. Déterminer la forme du corps chargé et le caractère de distri- 
bution de charge sur ce corps si la densité volumique de charge dans 
l'espace se décrit en coordonnées cartésiennes par les fonctions sui- 
vantes: a) p = 2 | a | oô (x° — a*) où a et © sont des constantes; 
b) p=2|a | qô (r° — a*) 6 (z) où a et q sont des constantes; c) 
p = 2q V a + b°6 (x° — 2ax — 2by + y°) 8 (z) où a, b et q sont 

2 3 
des constantes; d) p — € 5 (5 + E —1) Ô (z) où a, b et Q 


rab a 
. ., . Le Q Tz° y? 22 ; 
sont des constantes positives; e) p — PT Ô (= a 1) ; 
où a, b, cet Q sont des conslantes positives. 


$ 7. Moment électrique dipolaire 


86. Démontrer que le moment électrique dipolaire d’un systè- 
me de charges ne dépend pas du choix de l'origine des coordonnées 
si la charge totale du système est nulle. 

87. Soit une surface conique de génératrice L et de rayon R à la 
base, uniformément chargée avec une densité superficielle oc. Le 
sommet de la surface conique est placé à l'origine des coordonnées 
et sa hauteur est confondue avec la partie positive de l’axe des Z. 
Déterminer la distribution volumique de charge p dans l’espace en 
coordonnées sphériques. En se servant de l’expression obtenue, cal- 
culer le moment électrique dipolaire d. 

88. Soit une barre d'épaisseur négligeable de longueur ! uniformé- 
ment chargée avec une densité linéique q et placée dans le premier 
quadrant du plan XŸ, en faisant l’angle 1, avec l’axe des X. L'une 
des extrémités de la barre coïncide avec l’origine des coordonnées. 
Donner l'expression de la distribution volumique de charge p dans 
l'espace en coordonnées cylindriques. A partir de l'expression trou- 
vée, calculer le moment électrique dipolaire d. 

89. Exprimer par la fonction delta la distribution volumique de 
charge p d’un dipôle ponctuel de moment électrique d placé en un 
point de rayon vecteur rs. 

90. En se servant du passage à la limite 


limel=d 
1-0 


34 PROBLBMES 


et de l’expression pour le potentiel des charges e et —e placées en 
des points de rayons vecteurs r; = ro + 1 et r_ = ro, déterminer le 
potentiel ® du champ électrique dû à un dipôle ponctuel de moment 
électrique di. 

91. S'assurer que l'intensité E du champ électrique produit par un 
dipôle de moment d placé à l’origine des coordonnées peut être repré- 
sentée sous la forme 


E = (d grad) grad 1/r. 


92. Soient un dipôle de moment d placé à l’origine des coordon- 
nées et une sphère de rayon À dont le centre est en un point de rayon 
vecteur r (r > R). La sphère contient une charge Q uniformément 
répartie à l’intérieur du volume qu'elle limite. Calculer l'énergie U 
d'interaction du dipôle avec la sphère et la force F qui s'applique 
à la sphere. 

93. Soient une sphère de rayon À contenant une charge uniformé- 
ment répartie à l’intérieur du volume qu'elle limite avec une den- 
sité volumique p = ar°, a étant une constante et r la distance à 
l’origine des coordonnées située au centre de la sphère, et un dipôle 
de moment d placé en un point de rayon vecteur r,. Déterminer la 
force F et le moment N des forces agissant sur le dipôle dans deux 
cas: a) ro > R; b) ro < À. 

94. Soient deux dipôles dont l'un, de moment d,, est placé à 
l'origine des coordonnées et l'autre. de moment d., en un point de 
rayon vecteur r. Déterminer la force F et le moment N des forces qui 
sont appliquées à chacun des dipôles. 

95. La distribution volumique de charge dans l'espace est de la 
forme p (r) = (aV) 6 (r), où a est un vecteur constant. En se servant 
de la solution générale de l'équation de Poisson, déterminer le poten- 
tiel du champ électrique en tout point de l’espace. A partir de la 
relation obtenue pour le potentiel, donner l'interprétation physique 
du vecteur a. 

96. Soit un moment électrique dipolaire P — P (r) par unité 
de volume donné en tout point de l'espace. La fonction vectorielle 
P (r) décroît à l'infini plus vite que 1/r°. Démontrer que la distribu- 
tion donnée de densité de moment dipolaire P produit en tout point 
de l'espace le même champ électrique que celui créé par une charge 
répartie avec une densité volumique p (r)}— —div P (r). 


$ 8. Tenseur de moment électrique 
quadrupolaire 


97. Démontrer que le tenseur de moment électrique quadrupo- 
laire d'un système de charges ne dépend pas du choix de l'origine 
des coordonnées si la charge totale et le moment électrique dipolaire 
de ce système sont nuls. 
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98. En coordonnées sphériques, la densité moyenne de charge du 
nuage électronique d’un atome d'hydrogène excité se décrit par la 
fonction 

AŸ à 

p — — Te sa sin‘6, 
a étant le rayon de Bohret r la distance au proton portant une char- 
ge e. Déterminer le tenseur D, 4; de moment électrique quadrupolaire 
de l'atome. Quelle est la valeur du moment électrique dipolaire d? 

99. Soit un hémisphère de rayon R ; son centre de courbure coïn- 
cide avec l'origine d'un système de coordonnées cartésiennes dont 
l’axe des Z est dirigé suivant l’axe de symétrie vers la concavité. 
Déterminer les composantes du moment dipolaire d, et du tenseur 
D,g de moment quadrupolaire si la charge Q est uniformément ré- 
partie a) à l’intérieur du volume limité par l'hémisphère; b) sur la 
surface de l’hémisphère ; c) sur la surface et la base de l’hémisphère. 

100. Soit un cercle constitue par deux demi-cercles uniformément 
chargés de signes contraires. Déterminer les composantes du tenseur 
de moment quadrupolaire. 

101. Soit un hémisphère de rayon À portant une charge Q uni- 
formément répartie sur sa surface. Cet hémisphère s'élève au-dessus 
du plan XŸ et sa base est tangente aux axes des X et Ÿ en des points 
de coordonnées positives. Déterminer les composantes du tenseur 
D,8 de moment quadrupolaire. 

102. Soit un demi-cercle uniformément chargé, portant une 
charge Q et situé dans le premier quadrant du plan XY. L'une des 
extrémités du demi-cercle est placée à l'origine des coordonnées et 
l’autre en un point zx — 2/7? sur l'axe des X. Déterminer les compo- 
santes du tenseur D,,$ de moment quadrupolaire. 

103. Soit une ellipse de demi-axes a et b dont le centre coïncide 
avec l'origine d’un système de coordonnées cartésiennes. Le demi- 
grand axe a coïncide avec l’axe des X et le demi-petit axe b avec l'axe 
des Ÿ. La densité linéique de charge q de l’ellipse est uniforme. En 
supposant l'excentricité € de l’ellipse petite (e € 1), déterminer 
les composantes du tenseur D,$ de moment quadrupolaire à des 
termes d'ordre €° près. 

104. Soit une surface de révolution elliptique de demi-axes a et b, 
uniformément chargée avec une densité superficielle p, dont le cen- 
tre coïncide avec l'origine d'un système de coordonnées cartésien- 
nes. Le demi-axe b est confondu avec l'axe des Z qui est l’axe de 
symétrie. L'excentricité de l’ellipse de demi-axes a et b est beaucoup 
plus petite que l'unité (£ € 1). En gardant les termes à la plus petite 
puissance du paramètre e, déterminer les composantes du tenseur 
D,$ de moment quadrupolaire. 

105. Soit un carré de côté 2a aux sommets duquel se situent des 
charges ponctuelles e dont le signe s'inverse lorsqu'on: passe d'un 
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sommet au sommet voisin. En se servant de la formule générale 
Dep = NS Em (3Tmatms— rà Ôag) déterminer les tenseurs de mo- 


m 

ment quadrupolaire dans les systèmes de coordonnées cartésiennes 
XYZet X’Y’Z" tournées autour de l'axe commun des Z = Z” (fig. 1). 
Donner la matrice de rotation a.$ et vérifier par un calcul direct que 
les tenseurs trouvés D,$ et Dig satisfont à la relation Dog — 
— doodgyDoy, Où le signe ” indique les composantes du tenseur de 
moment quadrupolaire dans le système de coordonnées affecté de 
prime. 

106. Soient deux dipôles ponctuels identiques placés sur l'axe 
des X à la même distance a de l’origine des coordonnées. Au point 


» 


de coordonnée négative, le moment dipolaire d est antiparallèle à 


Fig. 1 


l'axe des X alors que l’autre moment dipolaire forme dans le plan 
XY l'angle & avec l'axe des X. Déterminer les composantes du 
moment dipolaire d, et du tenseur D,$8 de moment quadrupolaire 
du système considéré. 

107. Déterminer les composantes du tenseur D,$ de moment 
quadrupolaire d’un ellipsoïide de révolution de demi-axes a et b 
uniformément chargé. Le centre de l'ellipsoïde de révolution coïn- 
cide avec l’origine d’un système de coordonnées cartésiennes et son 
demi-axe b est confondu avec l’axe des Z qui est l'axe de symétrie 
axiale. La charge totale est égale à Q. Le tenseur de moment quadru- 
polaire, quelle forme prendra-t-il si l’ellipsoïde considéré est tourné 
autour de l’axe des Ÿ d’un angle & dans le sens des aiguilles d’une 
montre ? 

108. L'origine d’un système de coordonnées cartésiennes coïncide 
avec le centre d’un ellipsoïde de demi-axes a, b et c uniformément 
chargé. Le demi-axe c coïncide avec l'axe des Z alors que le demi- 
axe a fait un angle & avec l'axe des X. La charge totale de l'ellip- 
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soïde est égale à Q. Déterminer les composantes du tenseur D,,4 de 
moment quadrupolaire. 

109. Le centre d’une circonférence de rayon R coïncide avec l'ori- 
gine des coordonnées. L'un de ses diamètres est confondu avec l’axe 
des X et l’autre, perpendiculaire au premier, fait un angle «& avec 
l'axe des Ÿ et se situe dans les premier et troisième quadrants du 
plan Ÿ Z. La densité linéique de charge sur la circonférence est uni- 
forme et la charge totale est égale à Q. Déterminer les composantes 
du tenseur D,, de moment quadrupolaire dans le système de coordon- 
nées cartésiennes XYZ. 

110. Soit un système de charges caractérisé par le tenseur Dep 
de moment quadrupolaire. Déterminer l'intensité E du champ 
électrique en coordonnées cartésiennes. 

111. Déterminer le potentiel @ de champ électrique dans le cas 
où la distribution volumique de charge dans l’espace est de la forme 


P(r)= 8 (3 — Gcsv?) 8 (1), 


ag étant un tenseur constant arbitraire. Etudier l'expression 
obtenue pour le potentiel et en déduire le sens physique du ten- 
seur UPT.E 

112. Exprimer les composantes du moment dipolaire d, et du 
tenseur D,$ de moment quadrupolaire d'un système de charges par 
les composantes correspondantes des moments multipolaires 


4 r 
Qn = HET | Pr" Y'im (8, 1) dV, 


p étant la densité volumique de charge et Ÿ, (6, W) une fonction 
sphérique. 

113. Le potentiel œ (r) d’un champ électrique extérieur ne varie 
que très peu sur l'étendue d’un système chargé. En tenant compte 
de la charge totale ainsi que des moments électriques dipolaire et 
quadrupolaire, déterminer l'énergie potentielle U du système chargé 
dans le champ électrique extérieur donné pour le cas où le système 
chargé indiqué plus haut représente : a) trois charges e, e et —2e pla- 
cées sur l’axe des X à égale distance a l’une de l’autre (la charge 
négative se trouvant au point z = 0 entre les charges positives); b) 
trois charges e, e et —e placées dans le plan XY aux sommets d’un 
triangle équilatéral de côté a dont le centre coïncide avec l’origine 
du système de coordonnées cartésiennes (la charge négative est 
placée sur la partie positive de l’axe des X); c) un quadrupôle repré- 
senté sur la fig. 2; d) un ellipsoïde de demi-axes a, b et c, uniformé- 
ment chargé, dont le centre est situé à l’origine d'un système de 
coordonnées cartésiennes (la charge totale de l’ellipsoide est Q). 

114. Soit un disque d'épaisseur négligeable de forme elliptique 
de demi-axes a et b uniformément chargé et placé dans un champ 
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électrique extérieur dont le potentiel  (r) ne varie que peu sur l’éten- 
due du disque. La charge totale du disque est égale à Q et ses demi- 
axes a et b sont confondus respectivement avec les axes des X et Y 
d'un système de coordonnées cartésiennes. Déterminer l'énergie 
électrostatique U du disque dans le champ électrique extérieur en 
tenant compte du moment électrique quadrupolaire. Quelle est la 
valeur de la force F exercée sur le disque ? 

115. L'intensité E = E (r) d’un champ électrique extérieur varie 
peu sur l'étendue d'une région de l’espace où est placée une charge 
de densité volumique p = p (r). En développant E (r) en série de 
Taylor par rapport au point intérieur du domaine chargé et en 


Fig. 2 


négligeant les dérivées d'ordre supérieur (à partir de la troisième), 
exprimer la force F — | pE dV, qui s'applique au système chargé, 


par sa charge totale Q, le moment électrique dipolaire d et le tenseur 
D,;8 de moment électrique quadrupolaire. 

116. Une charge de densité volumique p = p (r) est concentrée 
dans un domaine limité de l’espace. L'intensité E —E (r) d'un champ 
électrique extérieur varie peu à l’intérieur de ce domaine. En dévelop- 
pant E (r) en série de Taylor et en négligeant les dérivées d'ordre 


supérieur, exprimer le moment N — [ (r XE) p dV des forces qui 


s'appliquent au système chargé par son moment électrique dipolaire 
d et le tenseur D,$ de moment électrique quadrupolaire. 

117. En coordonnées sphériques, la densité moyenne de charge 
du nuage électronique d’un atome d'hydrogène excité est donnée 
par l'expression ? 

: 


2 er? M arr & 
P= x | ——+) e ÿa cos? 0, 
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où a est le rayon de Bohret r la distance au proton portant la char- 
ge e. L’intensité E d'un champ électrique extérieur, en tant que fonc- 
tion des coordonnées, varie peu dans l’espace. Déterminer la force F 
et le moment N des forces qui s'appliquent à l'atome, compte tenu 
de son moment électrique quadrupolaire. 

118. Soit une barre d'épaisseur négligeable et de longueur 21, 
uniformément chargée avec une densité linéique gq et placée dans le 
plan XŸ, en faisant un angle #, avec l'axe des X. Le milieu de la 
barre coïncide avec l’origine des coordonnées. Une charge ponctuelle 
e est placée sur l’axe des X à grande distance de la barre. Déterminer 
le moment N des forces qui s'appliquent à la barre par rapport à son 
milieu. 

$ 9. Champ à grande distance 
du système chargé 


119. L'origine d'un système de coordonnées cartésiennes coïncide 
avec le centre d’un corps uniformément chargé et l'axe des Z est 
dirigé suivant l’axe de symétrie d'ordre supérieur. Déterminer le 
terme quadrupolaire dans le développement du potentiel @ du champ 
électrique à grande distance pour les cas où le corps chargé considéré 
présente a) un anneau d'épaisseur négligeable et de rayon À chargé 
avec une densité linéique g; b) un cylindre de rayon R et de hau- 
teur 2h chargé avec une densité volumique p; c) une surface cylin- 
drique de rayon R et de hauteur 2} chargée avec une densité super- 
ficielle o; d) un tronçon de longueur 2! chargé avec une densité 
linéique dq. 

120. Déterminer, au terme quadrupolaire près, le potentiel 
du champ électrique produit à grande distance par des systèmes de 
charges suivants: a) trois charges e, e et —2e situées sur l’axe des Z 
à la même distance a l’une de l’autre (la charge négative est placée 
au point z — 0 entre les charges positives); b) trois charges e, e et 
—e placées dans le plan XŸ aux sommets d'un triangle équilatéral 
de côté a et de centre à l'origine des coordonnées cartésiennes (la 
charge négative se situe sur la partie positive de l’axe des Ÿ); c) un 
quadrupôle représenté sur la fig. 3. 

121. Calculer le potentiel @ du champ électrique produit à 
grande distance par deux dipôles ponctuels antiparallèles placés 
sur l’axe des À à la même distance a de l'origine des coordonnées. 
Au point de coordonnée positive z = a, le moment dipolaire est 
parallèle à l'axe des Z et est égal à d. Effectuer le calcul par deux 
procédés : a) calculer d'abord le tenseur D,4 de moment électrique 
quadrupolaire du système et puis, déterminer son champ électrique : 
b) déterminer le champ électrique du système en tant que superpo- 
sition des champs dus aux dipôles distincts. 

122. On considère deux barres identiques de longueur {, unifor- 
mément chargées, situées dans le plan XŸ et formant un angle . 
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Le sommet de l'angle coïncide avec l’origine des coordonnées et l’un 
des côtés est dirigé le long de l’axe des X. Quelle doit être la valeur 
de l’angle 1, pour qu'en un point x, sur l’axe des X, à grande distance 
des barres chargées, le potentiel dipolaire soit égal au potentiel 
quadrupolaire ? 

123. Soit un cercle de rayon À formé de deux demi-cercles uni- 
formément chargés de signes contraires et situés dans le premier 
quadrant du plan XŸ. Le demi-cercle portant la charge négative 
— Q est tangent aux axes X et Y alors que le diamètre qui sépare les 


Fig. 3 


charges de signes contraires est parallèle à l’axe des X. Déterminer, 
au terme quadrupolaire près, le potentiel @ du champ électrique à 
grande distance. 

124. Soit un cylindre de rayon R et de hauteur 2h contenant une 
charge Q uniformément répartie à l’intérieur de son volume. L'axe 
des Z coïncide avec la génératrice du cylindre et l’axe des X est 
dirigé suivant le diamètre de sa base. Déterminer, au terme quadru- 
polaire près, le potentiel @ du champ électrique à grande distance du 
cylindre. 

125. En tenant compte de la charge totale et du tenseur de 
moment électrique quadrupolaire, déterminer le potentiel @ du 
champ électrique à grande distance du système chargé si la distribu- 
tion volumique de charge s'exprime par la fonction des coordonnées 
cartésiennes bed 


a) p— Ç (+ + # —1) 6 (2) où a, b et Q sont des cons- 


ab 
tantes ; 
2 8 
b) p=- _— ô (— + y +51) où a, b et Q sont des cons- 
lantes ; 
c) pe + +4; où a, b, c et Ç sont des 


constantes. ! 
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126. Soit un hémisphère de rayon À uniformément chargé avec 
une densité superficielle o. En se servant du développement de la 


fonction — en fonctions sphériques Y:} (0, \), représenter 


le potentiel ® du champ électrique à l'extérieur de l'hémisphère 
sous forme de développement en moments multipolaires 


à 
QP = Va PTT Y im (8, 14) dV. 


127. Soit un cercle de rayon À formé de deux demi-cercles uni- 
formément chargés de signes contraires Q et —Q. L'origine des coor- 
données coïncide avec le centre du cercle et l’axe des Y est dirigé 
des charges négatives vers les charges positives, alors que l'axe des X 
sépare ces charges entre elles. A grande distance z 5 R du cercle, 
sur son axe, est placé un dipôle de moment d qui est parallèle à l'axe 
des Z. Déterminer la force F et le moment N des forces qui s’appli- 
quent au dipôle. 

128. Soit un ellipsoïde de demi-axes a, b et c contenant une char- 
ge Q uniformément répartie à l’intérieur de son volume. L'origine 
d’un système de coordonnées cartésiennes coïncide avec le centre de 
l’ellipsoïde alors que les demi-axes a, b et c sont confondus respecti- 
vement avec les axes des X, des Y et des Z. Un dipôle de moment d 
est placé en un point de rayon vecteur r à grande distance de l’ellip- 
soïde. Déterminer l'énergie électrostatique U d'interaction du 
dipôle avec l’ellipsoïide compte tenu du terme dipolaire-quadru- 
polaire. 

129. Soit un demi-cercle de rayon À portant une charge ©, 
uniformément répartie sur sa longueur. Le centre de courbure du 
demi-cercle coïncide avec l’origine des coordonnées et son diamètre 
se confond avec l'axe des X. L’axe des Ÿ est dirigé vers le demi- 
cercle. En tenant compte de la charge Q ainsi que des moments dipo- 
laire et quadrupolaire, calculer la force F qui s'applique à une char- 
ge e placée sur l’axe des Z à grande distance du demi-cercle. 

130. Une charge e est placée en un point de rayon vecteur r à 
grande distance d’un ellipsoide uniformément chargé, dont les 
demi-axes a, b et c sont dirigés respectivement suivant les axes des 
X, Ÿ et Z, d'un système de coordonnées cartésiennes. La charge 
totale de l’ellipsoïde est égale à Q. En tenant compte du tenseur de 
moment quadrupolaire, déterminer l'écart AF à la loi de Coulomb. 
pour la force F exercée sur la charge e. 

131. Soient deux atomes d’hydrogène excités, situés sur l'axe 
des Z à une grande distance Z l’un de l’autre (L >> a, a étant le rayon 
de Bohr). En coordonnées sphériques, les densités moyennes de 
charges p, et p. des nuages électroniques de ces atomes sont données 
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respectivement par 


2r1 
4 er — . 
Pi -. 1 — ETS ra? e ja sin? 0 cos° 6, 
" 4 2ra 
== 72%  3a sint 
Dim mere Ho, 


e étant la charge du proton et r, et r, les distances du point d'obser- 
valion aux centres du premier et du deuxième atomes. Déterminer 
l'éncrgie U d'interaction quadrupôle-quadrupôle des atomes. 


$ 10. Couche bipolaire 


132. Soit une couche bipolaire uniforme ayant la forme d'un 
disque de rayon KR situé dans le plan XŸ. Le centre du disque coin- 
cide avec l’origine des coordonnées et la densité de moment dipolaire 
test parallèle à l'axe des Z. Déterminer le potentiel œ et l'intensité 
E du champ électrique sur l’axe des Z. 

133. Soit une couche bipolaire uniforme ayant la forme d'un 
hémisphère de rayon R dont le centre de courbure est à l’origine d'un 
système de coordonnées cartésiennes et l'axe de symétrie est con- 
fondu avec l’axe des Z. Ce dernier est dirigé vers la convexité de 
l'hémisphère. La densité de moment dipolaire sur l'hémisphère est 
dirigée suivant le rayon vers l'extérieur. Calculer le potentiel @ du 
champ électrique sur l’axe des Z. 

134. La densité de moment dipolaire d'une couche bipolaire 
ayant la forme d’un demi-plan (y = 0, zx > 0) est égale à +. Déter- 
miner le potentiel @ et l'intensité E du champ électrique en tout 
point de l’espace si le vecteur constant t est parallèle à l’axe des Ÿ 
d'un système de coordonnées cartésiennes. 

135. Le plan d’une couche bipolaire uniforme présente un orifice 
circulaire de rayon À. L'origine d’un système de coordonnées carté- 
siennes coïncide avec le centre de l’orifice et l’axe des Z est parallèle 
à la densité de moment dipolaire +. Déterminer la force F qui s’appli- 
que à une charge ponctuelle e placée sur l'axe des Z. 

136. Une couche bipolaire a la forme d'un plan présentant une 
bosse hémisphérique. La densité de moment dipolaire + est en tout 
point de la surface composée parallèle à sa normale et est dirigée 
vers le demi-espace contenant la bosse. Déterminer le potentiel 
du champ électrique en tout point de l’espace. 

137. Démontrer que l'intensité E du champ électrique d'une 
couche bipolaire uniforme est de la forme E (r) = + TE 
où t est le module du vecteur densité de moment dipolaire + de la 
couche bipolaire, dl’ l'élément de contour fermé ZL sur lequel est 
tendue la couche bipolaire, r et r’ sont les rayons vecteurs respecti- 
vement du point d'observation et du point d'emplacement de l’élé- 
ment dl’. Le sens de parcours du contour à l'intégration L est lié au 
sens du vecteur + par la règle de la vis normale. 


CHAPITRE II 


CHAMP MAGNÉTIQUE STATIQUE 


Le vecteur intensité de champ magnétique H dans le vide est 
défini par la force 


dF = (dl x H), (11.1) 


agissant sur un élément di de contour parcouru par un courant J. 
Dans cette expression, c est la constante électrodynamique nu- 
mériquement égale à la vitesse de la lumière dans le vide, c — 
= 3-10! cm/s. 

Un champ magnétique statique dans le vide est créé par des 
courants constants ou permanents. La répartition des courants dans 
l’espace se caractérise par la densité volumique j (r), et celle sur la 
surface par la densité superficielle i (r). En outre, on peut donner 
dans l’espace un courant filiforme ou rectiligne J qui circule à l’inté- 
rieur d’un tube très mince et très long. L’intensité de champ magné- 
tostatique satisfait aux équations de Maxwell 


Mn p. | 
rot H— Ti “{(I.2) 
div H=0. ] (IL.3) 


Si les courants circulent dans une région limitée, l’intensité de 
champ magnétostatique à grande distance r du courant-source décroit 
non moins lentement que comme 1Â/r°. Cette proposition constitue 
une condition supplémentaire aux équations de Maxwell (11.2) et 
(IL.3) pour le calcul de H dans un espace illimité. 

Sur une surface parcourue par un courant de densité superficiel- 
Je i, la composante normale F, — Hn et la composante tangentielle 
H, = Hx de l'intensité de champ magnétique satisfont aux rela- 
tions 


Hon— Hin = 0e (IL.4) 


Hs Hi in, (IL.5) 
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dans lesquelles i, = iN et les vecteurs unités n, t et N forment un 
trièdre direct n X t — N. Les indices 1 et 2 indiquent l'intensité 
de champ magnétique dans les première et deuxième régions situées 
de part et d'autre de la nappe de courant. Le vecteur n de la normale 
à cette nappe de courant est dirigé de la première région vers la 
deuxième. La formule (II.5) s'écrit souvent vectoriellement 


n X (H, — H)=#i. 


En magnétostatique, les relations (11.4) et (II1.5) expriment les 
conditions aux limites. 

En utilisant les propriétés de la fonction delta, on peut tenir 
compte de la distribution superficielle de courant de densité i (r) 
dans la densité volumique j (r) qui sera une fonction singulière égale 
à l'infini aux points de la surface parcourue par le courant. Dans ce 
cas, les équations de Maxwell (11.2) et (11.3) faisant intervenir la 
fonction singulière j (r) obtenue par ce procédé peuvent être résolues 
sans avoir recours aux conditions aux limites (11.4) et (II.5). 

Le champ magnétique créé par un courant filiforme J est déter- 
miné à l’aide de la loi de Biot et Savart 

dH (r) Wal x(r—r) (11.6) 


Fe cir—r' | ; 


où ret r’ sont les rayons vecteurs du point d'observation et du point 
d'emplacement de l'élément de courant J dl’ respectivement. Sui- 
vant le principe de superposition, le champ magnétique total est 
égal à la somme des champs produits par chaque élément de courant 


séparément : 
J dl’ _—r Le] 
H(r)= (TL. (IT.7) 


Dans le cas où la répartition de courant présente une symétrie 
axiale ou une symétrie par rapport à un plan, il est commode, pour 
calculer l'intensité H, de se servir du théorème sur la circulation de 
l'intensité de champ magnétique (théorème d'Ampère) 


$ Hi (IL.8) 


où J est la somme Me des courants traversant le contour fer- 
mé L. Dans le cas général, le courant J est représenté par un système 
de courants volumiques, superficiels et filiformes qui traversent 
une surface quelconque s'appuyant sur le contour à intégration L. 
Le sens positif de circulation du courant J est lié au sens de parcours 
du contour à intégration L par la règle de la vis normale. 
Mathématiquement, il y a intérêt à passer de deux équations (11.2) 
et (II.3) du premier ordre à une seule équation équivalente du deu- 
xième ordre pour le potentiel vecteur À qui est défini par la rela- 
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tion 
H = rot A. (IL.9) 


Le potentiel vecteur n’est pas défini de façon univoque, car l'in- 
tensité de champ magnétique ne change pas si l’on passe à un autre 
potentiel vecteur A’ à l'aide d’un changement d'état choisi pour 
zéro 


A' = A + grad f, (11.10) 


où f = f (r) est une fonction arbitraire. 
Pour limiter l'arbitraire dans le choix du potentiel vecteur, on 
impose une condition supplémentaire dite de Lorentz 


div A = 0. (11.14) 


Dans ce cas, le potentiel vecteur du champ magnétique satisfait à 
l'équation de Poisson 


VA = —< j. (I1.12) 


Sur la surface de séparation de deux régions sont satisfaites les 
conditions aux limites 


As __ OAs L'an (11.13) 
A, = A. (IL.14) 


La solution de l'équation (II.12) est une fonction continue en 
tout point de l’espace où circulent des courants volumiques et su- 
perficiels de densité finie. La condition à la limite sur un contour 
linéaire parcouru par un courant J s'écrit quand r —+ 0 sous la 


forme À = 7#— (£ In I + const) , où rest la distance la plus courte 


du point d'observation au contour considéré et + le vecteur tangent 
au contour qui indique le sens de circulation du courant. Si les cou- 
rants sont concentrés dans une région finie, le potentiel vecteur à 
grande distance r du courant-source décroît comme 1/r? ou plus 
rapidement. Ces remarques sont à utiliser conjointement avec les 
conditions aux limites (11.13) et (11.14) lors de la résolution de l'équa- 
tion de Poisson (11.12). A partir du potentiel vecteur trouvé de 
cette manière on détermine l'intensité de champ magnétique par 
dérivation de l'équation (II.9). 

D'autre part, si l'intensité de champ magnétique H est connue 
(par exemple, obtenue du théorème (I1.8)), le potentiel vecteur A 
se trouve aisément de la relation (11.9) considérée comme équation 
différentielle par rapport à la fonction cherchée de A. 

Le potentiel vecteur et l'intensité du champ magnétique des 
courants volumiques peuvent être exprimés par des intégrales de 
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volume : 
| j(r’)dv’ 
H (r) = + { LOED dv’. (11.16) 


Si l'intégrale de volume est convergente, le potentiel vecteur 
(11.15) est solution générale de l’équation de Poisson (11.12), qui 
satisfait aux conditions aux limites sur la surface de séparation des 
courants et du vide. Si l'intégrale (11.15) ne converge pas ou ne se 
prêle pas au calcul analytique, on recherche le potentiel vecteur du 
champ magnétique par résolution de l’équation de Poisson (11.12) 
en tenant compte des conditions aux limites (11.13) et (11.14). 

Dans le cas d’un courant filiforme, les grandeurs A et H sont obte- 
nues à partir des expressions (11.15) et (11.16) à l'aide du remplace- 
ment 

j(r’) dV'— J dl’ (11.17) 


qui transforme les intégrales de volume (11.15) et (11.16) en inté- 
grales curvilignes prises sur l'axe d’un tube très mince parcouru 
par un courant filiforme J. L'élément d’axe dl’ de ce tube est dirigé 
dans le sens de circulation du courant J. Après le passage à l'inté- 
grale curviligne dans l'expression (11.16), on retrouve la formule (11.7). 
C'est pourquoi l’expression (11.16) est aussi appelée loi de Biot et 
Savart. 

D'une manière analogue, pour les courants superficiels, il con- 
vient d'effectuer dans les intégrales (11.15) et (11.16) le remplace- 
ment j(r’)dV'—+i(r’) dS”'. 

À grande distance r d'une région limitée parcourue par des cou- 
rants fermés, le potentiel vecteur et l'intensité de champ magné- 
tique prennent la forme 


uxr 
A=ÈS., (IL.18) 
Sir HE, (1.19) 


où u est le moment magnétique des courants fermés. Dans le cas des 
courants volumiques, on a 


1 : 
n= | (r X j) dy. (11.20) 


Pour les courants filiformes fermés, la dernière expression de- 
vient 
JS 


c ? 


u — (IT.21) 
où 


S — Î ds. (11.22) 
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Cette intégrale est prise sur une surface arbitraire s'appuyant sur le 
contour du tube de courant parcouru par un courant filiforme J. 
Le module du vecteur S est égal à l'aire de la plus petite surface 
d'intégration. Si le contour d’un tube de courant se situe dans un 
plan, l'orientation du vecteur $ est liée au sens du courant J dans 
le tube par la règle de la vis normale. 

L'énergie d’un champ Pr s'exprime par 


W=— — | H2 a. (11.23) 


Dans le cas des courants volumiques circulant dans une région limi- 
tée de l'espace, l'énergie magnétique (11.23) des courants peut égale- 
ment être calculée au moyen , la formule 


W'— | iAav. (11.24) 


L'énergie magnétique d'interaction des courants de densités 
volumiques j, et j, a pour expression 


net (HO oyavr. (11.25) 
La force F subie par un courant volumique dans un champ 
magnétique extérieur d'intensité H est de la forme 


F— + (j x H) 47, (11.26) 


alors que l'énergie magnétique W d'interaction entre ce courant el 
le champ magnétique extérieur s'exprime par le potentiel vecteur A 
de ce champ 


W = + | jA dv. (11.27) 


_Si l'intensité H d’un champ magnétique extérieur varie peu 
dans l'étendue de la région de l'espace où circulent des courants 
fermés, l'énergie magnétique d'interaction de ces courants avec le 
champ extérieur s'exprime par le moment magnétique u des courants 
fermés 

W = uH. (11.28) 


Dans ce cas, la force F et le moment N des forces, qui agissent sur les 
courants dans un champ magnétique extérieur s'écrivent sous la 
forme 

— (u grad) H = grad (uH), (IT.29) 


N=uxH. (11.30) 


Les formules (11.29) et (11.30) sont analogues aux formules cor- 
respondantes ‘(1.36) et (1.37) en électrostatique, dans lesquelles 
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d'expression —dE représente l'énergie potentielle d’un moment élec- 
trique dipolaire d dans un champ électrique extérieur d'intensité E. 
En magnétostatique, la grandeur physique uH n'est pas une énergie 
potentielle. C'est pourquoi, on introduit parfois une fonction dite 
potentielle U = —uH qui permet de représenter la force subie par 
un moment magnétique dans un champ magnétique extérieur sous 
la forme ordinaire F — —grad U. En mécanique, la grandeur — uH 
appliquée à une particule de moment magnétique u s'appelle énergie 
du moment magnétique u dans le champ magnétique extérieur 
d'intensité H. 

La force volumique résultante ([1.26) peut être remplacée par 
un système de forces superficielles appliquées à la surface limitant 
le volume F à l’intérieur duquel circulent des courants avec une 
densité volumique j: 


Fa “3 (x Ha dV = À Tasns dS. (11.31) 
S 


Dans cette expression, n est le vecteur unitaire de la normale exté- 
rieure à la surface fermée S qui limite le volume V et T, 4 le tenseur 
de tensions de Maxwell 


Tao | HaHp— + H°6a8) - (II.32) 


$ 1. Equations de Maxwell et conditions 
aux limites en magnétostatique 


138. Est-il possible de réaliser à l'extérieur d'une cavité une 
distribution de courant électrique telle que l'intensité du champ 
magnétique à l’intérieur de la cavité soit de la forme: a) H = H,,; 
b) H —b(z1, + xl, + yi.), où b est une constante; c) H — 
_ 3(ur)r _n 

rs rs ? 
nées et du temps, alors que le point de rayon vecteur r = 0 se situe 
à l'extérieur de la cavité ? 

139. Est-il possible de produire dans l’espace un courant élec- 
trique constant de densité volumique indépendante du temps j — 
— je” où a est une constante positive ? 

140. Déterminer Ja distribution volumique de courant j dans 
l’espace si l'intensité du champ magnétique H créée par ce courant 
est de la forme: a) H = f(r) (a X r), où le vecteur a est indépen- 
dant des coordonnées et du temps et f (r) est une fonction dérivable 
arbitraire ; b) H = (ar) (b X r), où les vecteurs a et b sont parallèles 
et indépendants des coordonnées et du temps; c) H = 7,1, + 
+ Holo + H41%, où les composantes du vecteur H en coordonnées 


où le vecteur um est indépendant des coordon- 


CH. II. CHAMP MAGNÉTIQUE STATIQUE 49 


sphériques ont pour expressions 


R nr 22  R?\. 
H,=a | 3 ——) cos8, Ho=a | 5 — +) sin 6, 
Hy=0 pour r £<A, 
2aR5 aRS 
H,=— 155 cos 6, Ho = EC —— sin 6, 


Hy;=0 pour r>R; 


d\) H= 4H, + Hi, + H,1., où les composantes du vecteur H 
en coordonnées cylindriques sont 


H,=0, Hy=gr, H,=0(R—7r?) pour r<R, 
H,=H,=0, Hy=— is pour r >R, 


a, b, get R étant ici des constantes. 

141. En calculant le rotationnel et la divergence de l’intensité 
de champ magnétique H, s'assurer qu'en magnétostatique l’expres- 
sion 

H(r=+ [QC y 


lr—r'{$ 


satisfait aux équations de Maxwell. Ici, j (r’) est la densité volumique 
de courant constant au point de rayon vecteur r’ et c la vitesse de la 
lumière dans le vide. 

142. Vérifier par un calcul direct que dans le cas d’un champ 
magnétique statique uniforme d'intensité H le potentiel vecteur A 
qui satisfait à la condition de Lorentz peut s'écrire sous la forme 


À = + (H x r) où r est le rayon vecteur d'un point d'observation 


quelconque. 

143. En considérant la densité volumique de courant j = j (r) 
et ses dérivées premières comme fonctions continues en tout point 
du domaine considéré (les courants superficiels et filiformes sont 
absents), démontrer que la composante normale du vecteur j s’an- 
nule sur la surface de séparation du courant et du vide. 

144. Un courant constant de densité volumique jÿ = j (r) circule 
dans un volume fini qui confine avec le vide. La fonction j (r) est 
continue à l’intérieur du volume considéré y compris les points situés 


sur la surface de séparation. Démontrer que | j dV = 0. 
145. Démontrer qu'en magnétostatique la solution générale de 
l'équation de Poisson 
A (= 2 ALI j(r)av" 


jr—r"| 
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satisfait à la condition de Lorentz si les courants circulent dans un 
domaine limité ou décroissent à grande distance du point d'observa- 
tion plus vite que 1/(r — r’}°. 

146. À quelle condition l'énergie d’un champ magnétique 


W =" | H?24V peut-elle être représentée sous la forme W — 


= | JA dV où A est le potentiel vecteur du champ magnéti- 
que d’un courant circulant avec une densité volumique j? 

147. Un courant électrique de densité volumique ji = j (r) cir- 
cule dans un domaine limité de l’espace. Démontrer que la formule 


W — S | jA dV donnant l'énergie magnétique du courant restera 


inchangée si l’on passe du potentiel vecteur À à un nouveau poten- 
tiel vecteur A’ = À + grad jf où f = f (r) est une fonction arbitraire 


W=— | jA dV Tr | jA' dy. 


148. Déterminer la distribution de densité superficielle d’un 
courant si l'intensité H du champ magnétique uniforme créé par ce 
courant est de la forme : a) le vecteur H est parallèle à l’axe des Y 
dans la région comprise entre les plans zx = a et x — b (a <b)et 
est nul à l'extérieur de cette région; b) le vecteur H est parallèle 
à l'axe des Ÿ dans le demi-espace z < a, antiparallèle à l’axe des Y 
dans le demi-espace x > b (a << b) et est nul entre les plans z — a 
et x — b; c) le vecteur H est parallèle à l’axe d’une surface cylin- 
drique à son intérieur et est nul à son extérieur. 

149. Eu utilisant les coordonnées cartésiennes, cylindriques ou 
sphériques, ainsi que les propriétés de la fonction delta, déterminer 
la distribution de densité volumique de courant j dans l’espace 
pour les cas suivants : a) une surface cylindrique de rayon R parcou- 
rue par un courant de densité superficielle uniforme i, circulant 
parallèlement à son axe ; b) un axe des Z parcouru dans le sens positif 
par un courant filiforme J ; c) un plan XŸ parcouru par un courant 
de densité superficielle i, ; d) un anneau infiniment mince de rayon R 
situé dans le plan XŸ et parcouru par un courant filiforme J, formant 
un système à droite avec l’axe des Z qui passe par le centre de l’an- 
neau ; e) une surface sphérique de rayon R uniformément chargée 
avec une densité superficielle o et tournant autour de son diamètre 
avec une vitesse angulaire © dirigée le long de l’axe des Z; f) la 
surface d'un cône circulaire de sommet à l'origine des coordonnées, 
uniformément chargée avec une densité superficielle © et tournant 
autour de son axe de symétrie avec une vitesse angulaire © dirigée 
le long de l’axe des Z (l'angle solide du cône comprend la partie 
positive de l'axe des Z et est égal à 27 (1 — cos 8)). 
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150. Est-il possible de produire dans un plan ŸZ un courant élec- 
trique constant de densité superficielle 


i= (e-c4l, + e 31.) os 


où a et i, sont des constantes ? 

151. Déterminer la configuration d’une région parcourue par un 
courant et le caractère de distribution du courant dans cette région 
si la densité volumique du courant dans l'espace illimité est décrite. 
en coordonnées cartésiennes, par la fonction suivante : a) j = 2ai,ô x 
X (2° — a°) où a est une constante et le vecteur constant i, est paral- 
lèle au plan ŸYZ; b) j = 2aJ1,6 (x° — a°) 8 (z) où a et J sont des 
constantes. 

152. Un courant J parcourt un contour fermé d'épaisseur négli- 
geable L. Démontrer que pour calculer l'intensité du champ magné- 
tique H produit par ce courant on peut introduire le potentiel scalaire 


® d’après la formule H — —grad O. Donner l'équation et les condi- 
tions supplémentaires déterminant ©. 
153. Calculer le potentiel scalaire ® et l'intensité H — —grad 


du champ magnétique produit par un courant filifurme J circulant le 
long de l’axe des Z. 


$ 2. Moment magnétique 


154. En coordonnées sphériques, les composantes du vecteur 
densité volumique moyenne j du courant orbital circulant dans un 
atome d’hydrogène excité ont pour valeur 


; : : 1  chrs 
j=je—0 et It = 7 “met 


or 
e S sin j :0s° 6, 


où a est le rayon de Bohr, # la constante de Planck, m la masse de 
l'électron, e la charge de l’électron et r la distance au proton. Cal- 
culer le moment magnétique u du courant orbital. 

155. La distribution de densité volumique de courant j dans 
l'espace est décrite par l'expression j = rot [aF (r)] où a est un vec- 
teur constant et la fonction F (r) décroît à l'infini plus vite que 1/r*. 
Exprimer le moment magnétique u du courant par l'intégrale dela 
fonction F (r). 

156. La densité volumique d’un courant dans l’espace est de la 
forme j (r) — (a X V) ô (r — ro) où a et r, sont des vecteurs cons- 
tants. Déterminer le moment magnétique u de ce courant. 

157. Le moment magnétique interne d’un électron est égal en 
valeur absolue au magnéton de Bohr po = [EI où À est la 
constante de Planck, c la vitesse de la lumière dans le videeteet m 
sont la charge et la masse de l’électron. D'après son modèle classique, 
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2 
chargée. En considérant son moment magnétique interne en tant que 
résultat de la rotation de l'électron autour de son axe de symé- 
trie, calculer la vitesse angulaire ow de cette rotation. En quelle 
proportion la vitesse de rotation angulaire variera-t-elle si l’on 
suppose que la charge e est uniformément étendue sur la surface de 
la sphère ? 


Lé = e? e # 
l'électron représente une sphère de rayon ro = ve uniformément 


158. Démontrer que le moment magnétique pu = 3) X 


X (r X j) dV d'un courant circulant dans l'espace avec une densité 
volumique j = j (r) ne dépend pas du choix de l'origine des coordon- 
nées. On suppose que le moment magnétique du courant a une valeur 
finie. 

159. Soit un domaine limité de l’espace parcouru par un courant 
de densité volumique j = j (r). L’intensité H d'un champ magnéti- 
que extérieur est uniforme à l'intérieur de ce domaine. Exprimer 


l’énergie magnétique W — L | jA dV d'interaction entre le courant 
et le champ magnétique extérieur par le moment magnétique u = 


=>] (r X j) dV du courant. Ici, À est le potentiel vecteur du 


champ magnétique extérieur. 

160. Soit un cylindre de rayon R et de hauteur quelconque, unifor- 
mément chargé, qui tourne autour de son axe de symétrie avec une 
vitesse angulaire ©. La charge totale du cylindre est Q et son axe de 
rotation fait un certain angle avec l'intensité H d'un champ magné- 
tique uniforme extérieur. Déterminer l'énergie magnétique W d'in- 
teraction du cylindre et du champ magnétique extérieur. 

161. Un domaine limité de l’espace est parcouru par un courant 
de densité volumique j = j (r). L'intensité H d’un champ magnétique 
extérieur est uniforme dans tout l'espace. Exprimer le moment 

— Le X (ji X H)) dV des forces agissant sur le courant par le 
moment magnétique u du courant. Démontrer que le moment des 
forces ne dépend pas du choix du point fixe par rapport auquel il est 
calculé. 

162. Soit une surface cylindrique de rayon À et de hauteur a, 
uniformément chargée avec une densité superficielle o, qui tourne 
autour de son axe de symétrie avec une vitesse angulaire ©. L’axe 
de rotation fait un certain angle avec l'intensité H d'un champ ma- 
gnétique uniforme extérieur. Déterminer le moment N des forces 
subies par la surface cylindrique. 

163. L'intensité H — H(r) d’un champ magnétique extérieur 
varie peu sur l’étendue d'un certain domaine fini de l’espace où cir- 
culent des courants de densité volumique j = j (r). En développant 
H (r) en série de Taylor par rapport à un point intérieur de ce domaine 
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et en négligeant les dérivées d'ordre supérieur, exprimer la force 
F=+ Î (j x H) dV 


agissant sur Je courant par le moment magnétique u— 
= + ( (r Xj)dV de ce dernier. 
2c | 


$ 3 Champ magnétique à grande distance 
d’un courant-source 


164. Soit un ellipsoïde de révolution de demi-axes a et b, unifor- 
mément chargé, qui tourne avec une vitesse angulaire constante w 
autour de son axe de symétrie. La charge totale de l’ellipsoïde est Q 
et son demi-axe b se situe sur l’axe de révolution. Déterminer le 
potentiel vecteur A et l'intensité H du champ magnétique à grande 
distance de l’ellipsoïde. 

165. Soit une charge Q uniformément répartie sur une suriace 
conique (z° + y° = z°, 0 < z L h) qui tourne autour de son axe de 
symétrie avec une vitesse angulaire constante æ. Déterminer le 
potentiel vecteur À et l'intensité H du champ magnétique à grande 
distance de la surface conique. 

166. Un courant J parcourt un tube de courant d'épaisseur 
négligeable ayant la forme d’un triangle équilatéral de côté a. Déter- 
miner l'intensité H du champ magnétique à grande distance r du cou- 
rant. 

167. Soient deux surfaces sphériques de rayon À uniformément 
chargées et placées à grande distance l’une de l’autre. La charge 
totale de chacune des surfaces sphériques est Q et leurs vitesses angu- 
laires de rotation autour de leurs propres axes de symétrie sont 
w, et w. respectivement. Déterminer l'énergie magnétique W d'’inte- 
raction des surfaces sphériques. 

168. Soit une charge Q uniformément répartie à l’intérieur du 
volume d’un cône (1° + y* = z*, 0<z< h) qui tourne autour de 
son axe de symétrie avec une vitesse angulaire constante w. Une parti- 
cule de moment magnétique interne u est placée à grande distance r 
du cône. Calculer la force F subie par la particule. 


$ 4. Loi de Biot et Savyart 


169. La distribution de densité volumique d’un courant dans 
l'espace est de la forme j = j (r) { où 1 est un vecteur constant et 
j (r) une fonction scalaire des coordonnées cartésiennes. Démontrer 
qu'en tout point de l’espace l’intensité du champ magnétique créée 
par ce courant est perpendiculaire au vecteur 1. 

170. Soit une charge Q uniformément répartie à l’intérieur du 
volume d’une sphère de rayon À. Calculer l'intensité H du champ 
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magnétique au centre de la sphère si cette dernière tourne autour 
de son diamètre avec une vitesse angulaire constante «©. En quelle 
proportion l'intensité du champ magnétique au centre de la sphère 
variera-t-elle si la charge Q est uniformément répartie sur la surface 
de la sphère ? 

171. Soit une surface conique (x° + y* = 2°, 0<2:< h) uni- 
formément chargée avec une densité superficielle & qui tourne autour 
de son axe de symétrie avec une vitesse angulaire constante @. Cal- 
culer l'intensité H du champ magnétique au sommet de cette surface 
conique. 

172. En coordonnées sphériques, les composantes du vecteur 
densité volumic::e moyenne j du courant orbital circulant dans un 
atome d'hydrogène excité ont pour grandeurs 


Îr = je = 0 
et 


où a est le rayon de Bohr, À la constante de Planck, m la masse de 
l'électron, e la charge de l’électron et r la distance au proton. Le 
courant orbital engendre dans l’espace un champ maznétique. Calculer 
l'intensité H de ce champ magnétique à l’origine des coordonnées. 

173. La densité moyenne de charge du nuage électronique dans 


un atome d'hydrogène est p = —— exp (-?) où a est Île 


rayon de Bobhr, r la distance au proton et e la charge de l’électron. 
Si cet atome est placé dans un champ magnétique extérieur d’inten- 
sité H,, le nuage électronique se mettra en rotation et produira dans 
l’espace un courant de densité volumique j = + (r X H,) 
où m est la masse de l'électron et c la vitesse de la lumière dans le 
vide. L'intensité du champ magnétique au centre de l'atome, de 
quelle quantité AH variera-t-elle par suite de la rotation du nuage 
électronique ? 

174. Soit une sphère de rayon R contenant une charge Q unifor- 
mément répartie à l’intérieur du volume qu’elle limite. Une moitié 
de la sphère tourne autour de son axe de symétrie avec une vitesse 
angulaire constante @,, et l’autre tourne avec une vitesse angulaire 
constante w. en sens opposé. Calculer l'intensité H du champ magné- 
tique au centre de la sphère ainsi constituée. Quelles sont les fractions 
de la charge Q qu'il faut répartir uniformément à l'intérieur de la 
première et de la deuxième parties tournantes pour que l'intensité 
du champ magnétique au centre de la sphère soit nulle ? 
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175. Soient des charges réparties dans l'espace avec une densité 
volumique ayant pour expression 
22 L y? -2 
p — __—. Ô (—— 3 ++ —1), 
où a et b sont des constantes. Calculer l'intensité H du champ magné- 
tique à l'origine des coordonnées si les charges tournent autour de 
l'axe des Z avec une vitesse angulaire constante ©. Considérer les 
casa > beta <b. 

176. Soit un secteur sphérique formé par intersection d'une sphère 
de rayon À par une surface conique de sommet au centre de la sphère. 
Une charge © est uniformément répartie dans le volume de ce secteur 
sphérique dont l'angle solide est 2x (1 — cos 6,). Déterminer l’inten- 
sité H du champ magnétique au sommet du secteur sphérique si ce 
dernier tourne autour de son axe de symétrie avec une vitesse angu- 
laire constante ©. 

177. Une charge Q est uniformément répartie à l'intérieur d'un 
cône (x° + y? = z°, 0LzL h) qui tourne autour de son axe de 
symétrie avec une vitesse angulaire constante ©. Une particule de 
moment magnétique interne pu est placée au sommet du cône. Déter- 
miner l'énergie magnétique W d'interaction entre la particule et le 
cône tournant. 

178. En coordonnées sphériques, les composantes du vecteur den- 
sité volumique moyenne j du courant orbital circulant dans un atome 
d'hydrogène excité ont pour grandeurs 

Îr = je = 0 
et 


JR = res € a sin6, 


où a est le rayon de Bohr, % la constante de Planck, m la masse de 
l'électron, e la charge de l’électron et r la distance au proton dont le 
moment magnétique interne pu est dirigé suivant l'axe des Z. Déter- 
miner l'énergie magnétique W d'interaction du moment magnétique 
du proton et du courant orbital. Puisque le courant orbital est dû 
au mouvement de l'électron, alors que le moment magnétique du 
proton est lié à son spin, le problème considéré décrit l'interaction 
spin-orbite entre le proton et l’électron dans l'atome d'hydrogène. 

179. La densité volumique moyenne de courant dans l'atome 
d'hydrogène, due au spin de l’électron, est donnée par j=crot{u,F (r)] 
où F (r) = 73 XP (—+) . Ici, a est le rayon de Bohr, c la 
vitesse de la lumière dans le vide, r la distance au proton et pu, le 
moment magnétique interne de l’électron. Calculer l’intensité H du 
champ magnétique au centre de l'atome d'hydrogène. Tenant compte 
du fait que le proton possède un moment magnétique interne y, 
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déterminer l'énergie magnétique W d'interaction du proton avec le 
champ magnétique calculé. Puisque les moments magnétiques inter- 
ues des particules sont liés à leurs spins, la grandeur W caractérise 
l'interaction spin-spin de l’électron et du proton dans l’atome d’hy- 
drogène. 

180. Une charge Q est uniformément répartie à l’intérieur du 
volume d’un ellipsoïde de révolution de demi-axes a et b (a <b). 
L’ellipsoïde tourne avec une vitesse angulaire constante ‘> autour de 
son axe de symétrie passant le long du demi-axe b. Une particule de 
moment magnétique interne u est placée au centre de l’ellipsoïde. 
Calculer le moment N des forces subi par cette particule. 

181. Soit un disque infiniment mince de rayon À, uniformément 
chargé avec une densité superficielle o, qui tourne autour de son axe 
de symétrie avec une vitesse angulaire constante ©. En se servant 
de la formule générale 

H = 1 | i(r)X (r—r°) ds", 
c Ir—r"|3 

calculer l'intensité H du champ magnétique sur l'axe du disque. 
Ici, i (r’) est la densité superficielle du courant produit par le dis- 
que tournant. En étudiant l’intensité du champ magnétique à grande 
distance du disque, déterminer le moment magnétique u du disque 
tournant. Obtenir aussi le moment magnétique par un calcul direct 
à l’aide de la formule 


u= | (rxias. 


182. La densité volumique d’un courant dans l’espace s'exprime 
par la fonction delta par l'expression j (r) — (a X V) ô (r — r,) où 
a et r, sont des vecteurs constants. Calculer le potentiel vecteur A 
et l’intensité H du champ magnétique. En discutant les expressions 
obtenues, donner l'interprétation physique du vecteur a. 

183. Chaque unité de volume du nuage électronique dans l’atome 
d'hydrogène possède un moment magnétique dû au spin de l’élec- 
tron. La distribution de densité de moment magnétique se décrit 
par la fonction u,F (r), où u, est le moment magnétique interne de 
l'électron et F (r) la densité de nuage électronique à la distance r du 
proton. La fonction F (r) décroît à l'infini plus vite que 1/r. Montrer 
qu'une telle distribution de densité de moment magnétique produit 
dans l’espace le même champ magnétique que celui créé par un cou- 
rant de densité volumique j = c rot [u, F (r)l, où cest la vitesse de 
la lumière dans le vide. 

184. Un tube de courant mince, formant un angle droit est par- 
couru par un courant J. Calculer l'intensité H du champ magnétique 
dans deux cas: a) sur l’axe des X qui est le prolongement de l’un 
des côtés de l'angle droit ; b) sur l’axe des Y passant par le sommet 
de l'angle droit perpendiculairement aux lignes de courant. 
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185. Un courant filiforme J circule dans le sens positif de l’axe 
des X de l'infini vers l'origine des coordonnées et puis, s’en va vers 
l'infini dans le sens des Z positifs. Déterminer l'intensité H du champ 
magnétique aux points situés sur la bissectrice de l’angle droit dont 
les côtés sont parcourus par ce courant. 

186. Un courant J parcourt un tube de courant mince ayant la 
forme d'un triangle équilatéral de côté a. Calculer l'intensité H 
du champ magnétique au sommet du triangle. 

187. Un courant J parcourt un tube de courant mince ayant la 
forme d’un carré de côté 2a. Calculer l'intensité H du champ magné- 
tique sur l’axe passant par le centre du carré perpendiculairement à 
son plan. En discutant l’expression obtenue pour le champ magne- 
tique à grande distance du carré, déterminer le moment magnétique 
u du courant. 

188. Un courant J parcourt un tube de courant mince, rectiligne 
et indéfini, qui présente une courbure locale sous forme d’un demi- 
cercle de rayon À. Calculer l'intensité H du champ magnétique au 
centre de courbure de ce demi-cercle. 

189. Soit un anneau d'épaisseur négligeable et de rayon R par- 
couru par un courant J. En utilisant la loi de Biot et Savart, déter- 
miner l'intensité H du champ magnétique sur l'axe de l'anneau, en 
l’exprimant par le moment magnétique u du courant. 


$ 5. Théorème sur la circulation 
de l’intensité de champ magnétique 


190. Soit un cylindre indéfini de rayon R à l'intérieur duquel 
circule, parallèlement à son axe, un courant de densité volumique 
uniforme j. En utilisant le théorème sur la circulation de l'intensité 
de champ magnétique, calculer la valeur de H à l’intérieur et à l’exté- 
rieur du cylindre. À partir de la relation H = rot A, déterminer le 
potentiel vecteur À du champ magnétique. Prendre comme zéro 
des potentiels vecteurs le potentiel sur la surface du cylindre. 

191. La densité volumique de courant à l’intérieur d’un cylindre 
indéfini de rayon À présente une symétrie axiale j = j (r) où la 
fonction vectorielle j (r) est constante en direction et dépend arbitrai- 
rement de la distance r à l'axe du cylindre. En utilisant le théorème 
sur la circulation de l'intensité de champ magnétique, calculer la 
valeur de H à l’intérieur et à l'extérieur du cylindre. En détermi- 
nant le potentiel vecteur A à partir de la relation H = rot A, poser 
que la fonction A cherchée s’annule sur la surface du cylindre. 

192. Un courant J est uniformément réparti suivant la section 
d’un cylindre indéfini de rayon À. En utilisant le tenseur de tensions 
de Maxwell, calculer la force F qui applique l’une contre l’autre les 
deux moitiés identiques du cylindre. Ici, F est la force qui s'applique 
à l'unité de longueur de l'une des moitiés du cylindre. Confirmer le 
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résultat obtenu par un calcul direct faisant intervenir la force volu- 
mique. 

193. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon À parcourue 
par un courant de densité superficielle uniforme i, qui circule parallè- 
lement à son axe. Calculer l’intensité H du champ magnétique sans 
avoir recours au potentiel vecteur. 

194. Le plan XŸ est parcouru, parallèlement à l’axe des X, 
par un courant de densité superficielle uniforme i,. Déterminer 
l'intensité H du champ magnétique sans avoir recours au potentiel 
vecteur. 

195. L'espace entre deux surfaces cylindriques coaxiales de 
rayons À, et Ra: (R, -< R:) est parcouru par un courant de densité 
volumique j qui est uniforme suivant la section du tube de courant 
et parallèle à son axe. Calculer l'intensité H du champ magnétique 
en tout point de l'espace. 

196. Un courant de densité volumique uniforme j circule à 
l'intérieur d'une plaque indéfinie, parallèlement à ses surfaces 
z = l'et : — —1. Déterminer, sans se servir du potentiel vecteur, 
l'intensité H du champ magnétique à l’intérieur et à l'extérieur 
de la plaque si les lignes de courant sont parallèles à l’axe des Y. 

197. Soient deux droites dont l’une (x = !, y = 0) est parcourue, 
parallèlement à l'axe des Z, par un courant J et l’autre (z = —}, 
y = 0) est parcourue par un courant antiparallèle de même grandeur. 
Calculer l'intensité H du champ magnétique. Etudier H à grande 
distance des courants donnés. 

198. Soit un cadre carré de côté a, situé dans le plan d’un courant 
rectiligne J. À quelle distance r du courant se trouve le côté le plus 
proche du cadre si le flux de champ magnétique traversant la surface 
du cadre est égal à O,? 

199. Un courant rectiligne J, se trouve dans le même plan qu'un 
courant J, parcourant un cadre carré d'épaisseur négligeable de 
côté a. Le côté le plus proche du cadre se situe à la distance r du 
courant J, et est parcouru par le courant dans le même sens. Quelle 
est la force F subie par le cadre? 

200. Soient deux plans dont l’un z = / est parcouru par un courant 
de densité superficielle uniforme i, circulant parallèlement à l’axe 
des Ÿ” et l’autre z — —[ est parcouru par un courant antiparallèle 
de même grandeur. Calculer l'intensité H du champ magnétique 
en tout point de l’espace. Quelle sera la forme du vecteur H si les 
courants parcourant les deux plans sont parallèles à l'axe des Ÿ ? 

201. Soit un courant filiforme J qui circule le long de l’axe des Z 
d’un point placé à l'infini z = —o vers l’origine des coordonnées. 
Dans le plan XŸY, il se répartit uniformément dans tous les sens 
depuis l'origine des coordonnées. Déterminer l'intensité H du champ 
magnétique en tout point de l'espace et vérifier si la condition à la 
limite est satisfaite pour le vecteur H à la traversée du plan XY. 
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Représenter le vecteur H par la somme de deux termes H = H, + H, 
qui sont dus respectivement aux courants filiforme et superficiel. 
202. Un courant filiforme J circule le long de l’axe des Z dans 
le sens positif depuis un point à l'infini z = —o. En un point 
z = —R ce courant se répartit uniformément sur la surface d’une 
sphère de rayon R et de centre à l’origine des coordonnées. Puis, il 
se concentre de nouveau en un point diamétralement opposé : = 
et continue à circuler le long de la partie restante de l’axe des Z. 
Déterminer l'intensité H du champ magnétique dans l’espace et 
vérifier si la condition à la limite est satisfaite pour le vecteur H 
à la traversée de la sphère indiquée. 
203. En partant de la loi de Biot et Savart 


H = d\'>x(r—7r') 
L' 


[r—r'1s 


obtenir la relation «) Hdi = = J. Ici L est un contour à intégration 


L 
quelconque entrelacé avec le contour de courant L’ et H l'intensité 
du champ magnétique produit par le courant J. 

204. Soient deux surfaces cylindriques indéfinies non coaxiales 
de rayons R, et R, (R, + I <R;). L'espace compris entre ces 
surfaces est parcouru, parallèlement aux axes de ces dernières, par 
un courant avec une densité volumique uniforme j. La distance entre 
les axes des surfaces cylindriques est /. Déterminer l'intensité H du 
champ magnétique à l’intérieur de la cavité cylindrique de rayon R.. 

205. Soient deux plaques indéfinies infiniment minces situées 
dans le plan XZ et séparées l’une de l’autre par une fente de lar- 
geur a. La ligne centrale de la fente est confondue avec l'axe des Z. 
Les plaques sont parcourues, parallèlement à l'axe des Z, par un 
courant avec une densité superficielle i,. Calculer l'intensité H du 
champ magnétique à grande distance r > a de la fente, en tenant 
compte des termes d'ordre f{/r. 

206. Soit un cylindre indéfini de rayon À, disposé non coaxiale- 
ment à l’intérieur d’un autre cylindre de rayon R.. Les deux cylindres 
sont parcourus par des courants antiparallèles avec des densités 
volumiques uniformes j, et j, respectivement. Le courant du cylindre 
extérieur ne pénètre pas dans le cylindre intérieur. La distance entre 
les axes de ces cylindres indéfinis est Z. Calculer la force F subie par 
unité de longueur du cylindre intérieur. 


207. Déterminer la valeur de W — L jiAe dV rapportée à 


l’unité de longueur des cylindres décrits dans le problème précédent. 
Ici, A, est le potentiel vecteur du champ magnétique produit par le 
courant j.. Pour rendre univoque le résultat obtenu, poser que le 
potentiel vecteur produit par les courants de chaque cylindre homo- 
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gène plein est nul sur sa surface. S’assurer que la force subie par 


l'unité de longueur du cylindre intérieur est, en valeur absolue, 


, » _ôW 
égale à Pers 


$ 6. Equations de Laplace et de Poisson 
avec conditions supplémentaires 


208. En coordonnées sphériques, deux composantes du potentiel 
vecteur A sont nulles À, — A9 = 0, et la troisième est de la forme 


Ay= ar (FT )sine pour r<< AR, 


et 
A 2aR° 


15r° 


sin 6 Apour r>A, 


où a et À sont des constantes. Déterminer la distribution de densité 
volumique j du courant qui a produit le champ magnétique de poten- 
tiel vecteur donné. 

209. En coordonnées cylindriques, deux composantes du potentiel 
vecteur sont nulles 4, — À, — 0, et la troisième est de la forme 


Ay=ar (R——) pour r<R 


et 
4 
Ag = a pour r>A, 

où a et R sont des constantes. Déterminer la distribution de densité 
volumique j du courant qui a créé le champ magnétique de potentiel 
vecteur donné. 

210. En coordonnées sphériques, deux composantes du potentiel 
vecteur sont nulles 4, — 4,5 — 0, et la troisième est de la forme 
aR3 


2 


A4=arsin6 pour r&2R et: A; — sin0 pour r>AÀ, 

où a et RÀ sont des constantes. Déterminer la distribution de densité 
superficielle i du courant qui a engendré le champ magnétique de 
potentiel vecteur donné. 

211. Le passage d’un potentiel vecteur A (r) à un nouveau poten- 
tiel vecteur A’ (r) = A (r) + grad j, la fonction f = f (r) étant une 
fonction arbitraire des coordonnées, ne change pas l'intensité d'un 
champ magnétique statique. La fonction f (r), à quelle condition 
doit-elle satisfaire pour que le passage à un nouveau potentiel vecteur 
ne modifie pas non plus la condition de Lorentz en magnétostatique ? 

212. La densité volumique d'un courant varie dans l’espace 
d’un point à l’autre suivant une loi périodique j = j, cos kr où les 
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vecteurs constants j, et k satisfont à la relation kj, = 0. Calculer 
le potentiel vecteur A et l'intensité H du champ magnétique qui 
sont produits par ce courant dans l’espace indéfini. 

213. La densité volumique d’un courant dans un demi-espace 
z 0 présente une structure périodique j = j, cos kr où les vecteurs 
constants j, et k satisfont à la relation kj, = 0, le vecteur j, étant 
parallèle au plan XY et les trois composantes du vecteur k étant 
non nulles. Calculer le potentiel vecteur À du champ magnétique en 
tout point de l’espace. 

214. Soit un plan XŸ parcouru par un courant avec une densité 
superficielle i = i, cos {r où les vecteurs constants i, et 1 se situent 
dans le plan indiqué et satisfont à la relation 1i, = 0. Calculer le 
potentiel vecteur À du champ magnétique en tout point de l’espace. 

215. Les plans XY, XZ et YZ d'un système de coordonnées 
cartésiennes sont parcourus par des courants superficiels dont les 
densités respectives sont i, — a, cos 1,r, i, — a, cos 1er et i, — 
= a, COS Î{4r. Les vecteurs constants 1,, 1. et 1, satisfont à la condi- 
tion a,1, = a,1, — a:1,; — 0 et se situent dans les plans XŸY, XZ 
et YZ respectivement. Calculer le potentiel vecteur À du champ 
magnétique en tout point de l’espace. 

216. L'intérieur d'une plaque indéfinie, limitée par les plans 
x = aetzxz = —a, est parcouru par un courant de densité volumique 
j = jo sin l,z sin l,y où le vecteur constant j, est parallèle à l'axe 
des Z. Calculer le potentiel vecteur A du champ magnétique à l'inté- 
rieur et à l'extérieur de la plaque. 

217. Soit un cylindre indéfini de rayon À parcouru, parallele- 
ment à son axe, par un courant de densité volumique j = j,4r° cos n1 
où rest une coordonnée cylindrique, 1 un angle polaire et l'axe des Z 
se confond avec l’axe du cylindre. Le nombre entier positif r et la 
constante s satisfont à la condition n° = (s + 2)°. Calculer le poten- 
tiel vecteur A du champ magnétique à l’intérieur et à l'extérieur 
du cylindre. 

218. La densité volumique d'un courant en coordonnées cylindri- 
ques est de la forme 


j=j (—)" cos np pour r<R, 


= (2 cosny pourÿr>R, 


r 


* 


où le vecteur constant j, est parallèle à l’axe des Z, R est une con- 
stante et le nombre entier positif rz est supérieur à l'unité. Calculer 
le potentiel vecteur À du champ magnétique en tout point de l’espace. 

219. Soit un cylindre indéfini de rayon À, uniformément chargé 
avec une densité volumique p, qui tourne autour de son axe avec une 
vitesse angulaire constante ©. Calculer le potentiel vecteur A et 
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l'intensité H du champ magnétique à l'intérieur et à l'extérieur du 
cylindre. 

220. Soit un cylindre indéfini de rayon R parcouru, parallèle- 
ment à son axe, par un courant de densité volumique j = j (r), 
r étant la distance à l’axe du cylindre. En se servant de l'équation 
du potentiel vecteur À, calculer sa valeur à l’intérieur et à l'extérieur 
du cylindre. Le terme constant arbitraire du potentiel vecteur est 
à FL de façon que la valeur de A sur la surface du cylindre soit 
nulle. 

221. Soit une sphère de rayon À contenant une charge uniformé- 
ment répartie avec une densité volumique p à l’intérieur du volume 
qu'elle limite et tournant autour de son axe de symétrie avec une 
vitesse angulaire constante o. Calculer le potentiel vecteur A et 
l'intensité H du champ magnétique à l’intérieur et à l'extérieur 
de la sphère. Exprimer A et H à l'extérieur de la sphère par son 
moment magnétique pu. 

222. En utilisant le tenseur de tensions de Maxwell et le résultat 
obtenu dans le problème précédent, déterminer la force magnétosta- 
tique F avec laquelle l’une des moitiés de la sphère agit sur l’autre 
dans le sens de l’axe de rotation. 

223. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon À parcourue, 
parallèlement à son axe, par un courant avec une densité superficielle 
i = i, cos 1, où n est un nombre entier (r => 1), q l’angle polaire 
et l’axe des Z coïncide avec l’axe de la surface cylindrique et est 
dirigé dans le même sens que le vecteur constant i,. Calculer le 
potentiel vecteur A et l'intensité H du champ magnétique en tout 
point de l’espace. 

224. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon À, parcourue 
par un courant avec une densité superficielle uniforme i,. Le vecteur 
i, est parallèle à l'axe de la surface. En se servant de l'équation 
pour le potentiel vecteur, calculer la valeur de A à l’intérieur et 
à l'extérieur de la surface cylindrique. Calculer aussi l'intensité H 
du champ magnétique en tout point de l’espace. 

225. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon R, unifor- 
mément chargée avec une densité superficielle o, qui tourne autour 
de son axe avec une vitesse angulaire constante © et, en même temps. 
se déplace le long du même axe avec une vitesse v. Calculer le poten- 
tiel vecteur A et l'intensité H du champ magnétique en tout point 
de l'espace. 

226. Soit une surface sphérique de rayon À uniformément 
chargée avec une densité superficielle o et tournant autour de son 
diamètre avec une vitesse angulaire constante @. Déterminer le 
potentiel vecteur A et l'intensité H du champ magnétique en un 
point quelconque de l’espace. En étudiant les expressions obtenues, 
déterminer le moment magnétique u de la sphère tournante. Obtenir 
aussi le moment magnétique par un calcul direct auŸmoyen de ja 
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formule u = a | (r X i) dS où i est la densité superficielle de 
courant produit par la sphère en rotation. 

227. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon À parcourue 
par un courant de densité superficielle i = i, pour 0 << << x et 
i — i, pour x << <2roùi,et i., sont des vecteurs constants, % est 
l'angle polaire et l'axe des Z coïncide avec l'axe de la surface cylin- 
drique et est parallèle aux vecteurs i, et i.. Déterminer le potentiel 
vecteur À du champ magrt‘‘que à l'intérieur et à l'extérieur de la 
surface cylindrique. 


$ 7. Energie d’un champ magnétique 


228. En coordonnées sphériques, les composantes Æ,, Ha et H4 
de l'intensité H d'un champ magnétique sont : 


Be=b (TE )o0 0 
Ho=b (À }fsin 6, Hy;=0 pourr<RAÀ 
et 
2bRS5 


cos 8, Ho= + sin 6, Hy=0 pour r> A, 


H,= 5rS 


15r3 
où b et R sont des constantes. En se servant de la relation H — 
— rot À, déterminer le potentiel vecteur A du champ magnétique 
pour une condition supplémentaire div À = 0. Déterminer la distri- 
bution de densité volumique de courant j et calculer l'énergie W 
du champ magnétique par deux procédés à l’aide des formules (11.23) 
et (11.24). 

229. Déterminer l'énergie W du champ magnétique d'une surface 
sphérique de rayon À, uniformément chargée, qui tourne autour 
de son diamètre avec une vitesse angulaire constante w. La charge 
totale de la sphère est Q. Exprimer l'énergie W par le moment 
magnétique u de la sphère tournante. 

230. Déterminer l’énergie W du champ magnétique d'une sphère- 
de rayon À, contenant une charge totale Q uniformément répartie: 
à l'intérieur du volume qu'elle limite et tournant autour de son 
diamètre avec une vitesse angulaire constante ©. Exprimer l'énergie 
W par le moment magnétique u de la sphère tournante. 

231. Déterminer l'énergie W du champ magnétique par unité 
de longueur d’un cylindre indéfini de rayon À, uniformément chargé, 
tournant autour de son axe avec une vitesse angulaire constante ©. 
La charge par unité de longueur du cylindre est 4. Exprimer l'énergie 
W par le moment magnétique u par unité de longueur du cylindre 
tournant. 
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232. Déterminer l'énergie W du champ magnétique par unité 
de longueur d’une surface cylindrique indéfinie de rayon À uniformé- 
ment chargée avec une densité © qui tourne autour de son axe avec 
une vitesse angulaire constante @. Exprimer l'énergie W par le 
moment magnétique pu de l'unité de longueur de la surface cylindrique 
tournante. 

233. Déterminer l'énergie W du champ magnétique par unité 
de longueur de la surface cylindrique décrite dans le problème 223. 

234. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon R dont l’une 
des moitiés est parcourue, parallèlement à son axe, par un courant 
de densité superficielle i et l’autre par un courant antiparallèle de 
même grandeur. Déterminer l'énergie W du champ magnétique par 
unité de longueur de la surface cylindrique. 

235. Soient deux cylindres indéfinis de rayon R séparés par une 
distance {, dont l’un est parcouru par un courant J de densité unifor- 
me et l’autre par un courant antiparallèle de même grandeur. Déter- 
miner le potentiel vecteur A et l'intensité H du champ magnétique 
à grande distance des cylindres. L'énergie du champ magnétique par 
unité de longueur d'un tel système, aura-t-elle une valeur finie? 


CHAPITRE III 


CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE VARIABLE 


Dans le cas général, les intensités E et H des champs électrique 
et magnétique satisfont aux équations de Maxwell : 


rot E=—-————, (IIL.1) 
4x . 1 0E 

rot H — 2 ner (IIL.2) 

div E — 4rp, (IIL.3) 

div H=0, (III. 4) 


où p et j sont respectivement les distributions de densité volumique 
de la charge et du courant dans l’espace. 

Des charges ponctuelles e, (i = 1, 2, ..., N) se déplaçant 
avec des vitesses v, produisent dans l'espace une distribution de 
densité volumique de charge et de courant conformément aux formu- 
les 

N N 
. \ 
p(r, = à eÔ(r—r;), j(r, t)— ee eviÔ(r—r;),  (IIIL.5) 


où r; = r; (t) est le rayon vecteur de la i-ème charge. La fonction 
r, (t) est donnée dans chaque cas concret ou est trouvée par résolution 
de l'équation du mouvement. 

Des équations (111.2) et (111.3) on déduit l’équation de continuité 


divj— _ 0, (IIL.6) 


dont l’intégration portée sur le volume donne la loi de la conserva- 
tion de la charge 


£jas-—2., (IHII.7) 


Ici, Q est la charge totale contenue à l’intérieur de la surface fermée 
S qui limite le volume considéré. 


5—0759 
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Parfois, le développement d'un champ électromagnétique en 
intécrale de Fourier ne contient que des composantes à petites valeurs 


de la pulsation o + , où L est la dimension linéaire maximale 


du domaine considéré de l’espace. Un tel champ électromagnétique 
lentement variable à l’intérieur du domaine donné est dit quasi 
stationnaire. Il se décrit par les équations de Maxwell (III.1) à 


(111.4) dans lesquelles les termes 19H et L2Æ sont omis (ce qui 


c ot c ot 

est équivalent à négliger les effets liés à la valeur finie de la vitesse 
de propagation de la perturbation électromagnétique à l’intérieur 
du domaine indiqué). C’est ainsi par exemple qu'un système de char- 
ges e; (i = 1, 2, ..., N), se déplaçant avec des vitesses non relati- 
vistes v, € c à l’intérieur d'un volume de dimension linéaire maxi- 
male /, produit dans le vide un champ électromagnétique de pulsa- 


. . . [à . A . 
tions comprises dans l'intervalle 0 < © < - qui est quasi station- 
paire dans un large domaine de l’espace de dimension linéaire L 

C NS . . 
&— 1, où v est la vitesse maximale de ces charges. 


Le potentiel vecteur A (r. t) et l'intensité H (r, £) d’un champ 
magnétique quasi stationnaire sont décrits par les mêmes équations 
qu'en magnétostatique dans lesquelles le temps t intervient comme 
paramètre. De façon analogue, le potentiel scalaire œ (r, t) et l’inten- 
sité E (r, t) d’un champ électrique dans un domaine quasi station- 
naire sont définis de même qu'en électrostatique. En particulier, 


à grande distance L <r <<! d'un système de charges de dimen- 


sion linéaire maximale /, sont valables les formules (1.14). (11.18) 
et (11.19) dans lesquelles les sources de champ dépendent du temps ft 
considéré comme paramètre. 

Le moment électrique dipolaire, le tenseur de moment électrique 
quadrupolaire et le moment magnétique d'un système de charges 
en mouvement ont pour expressions 


N N 
d — 2 ei Dab= er (BTiaT18— li0a8)» (IIT.8) 
, à 
h=—— D, elri X vi) (IT.9) 


ii 


où le rayon vecteur r,; = r;, (t) et la vitesse v, = v; (t) de la i-ème 
charge sont fonctions du temps. 

Les champs électromagnétiques qui se propagent dans l'espace 
libre sont appelés ondes électromagnétiques. Ces ondes sont décrites 
par les équations homogènes de Maxwell. 
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Quand les ondes électromagnétiques se propagent dans l'espace 
libre, les équations homogènes de Maxwell se ramènent à deux 
équations d'onde indépendantes : 


; 1 ŒH " 
vent EN 0. (ILA1) 


Dans ce cas, de toutes les solutions de ces dernières équations on 
choisit seulement celles qui satisfont aussi aux équations homogènes 
de Maxwell. 

En règle générale, les ondes électromagnétiques dans le vide sont 
étudiées à l’aide des potentiels électromagnétiques qu’on choisit 
de façon que le potentiel scalaire soit nul, @ = 0, et le potentiel 
vecteur À satisfasse à l'équation d'onde 


5 1 GA 
Mae 0 (ITI.12) 
et à la condition supplémentaire 
div À = 0. (111.13) 


Alors, les intensités des champs électrique et magnétique d'une 
onde électromagnétique s'expriment par le potentiel vecteur à l’aide 
des relations : 


= ————, H=rotA. (111.14) 
C 
Les ondes électromagnétiques qui se décrivent par le potentiel 
vecteur 
A=A(t—-), nA=0, (11.15) 


sont dites planes. Elles se propagent dans le sens du vecteur unité n 
avec la vitesse c. 


L’intensité de champ électrique E et l’intensité de champ magné- 
tique H d’une onde plane sont égales en module : E = H, et forment 
avec le vecteur n un trièdre direct 


H = n x E. (111.16) 
La densité de flux d'énergie électromagnétique S= — (E x H) 
et la densité d'impulsion g=+s du champ électromagnétique 


sont liées à la densité d'énergie w= ne (E° — H?) d'une onde 
plane par les relations 


S — CUWN, g=— wn. (IIL.17) 
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Les ondes électromagnétiques dont la variation en fonction du 
temps £ se décrit par une fonction périodique simple de la forme 
cos (ot + «) sont dites monochromatiques. La grandeur « représente 
la fréquence cyclique (on dit aussi fréquence tout court) de ces 
ondes. Un cas particulier important de telles ondes est représenté 
par l’onde monochromatique plane. 

Il est parfois avantageux de représenter l'intensité du champ 
électrique d'une onde monochromatique plane par la partie réelle 
de l'expression complexe 


E — Re{[Eseitkr-ut)], (IIL.18) 


où kr — wt est la phase de l'onde, k le vecteur d'onde (k = w/c), 
o la fréquence cyclique (ou fréquence tout simplement) de l'onde 
et E, un vecteur complexe qui satisfait à la condition Eok = 0 
d'orthogonalité des ondes électromagnétiques à leur direction de 
propagation dans le vide. Le module du vecteur E, est lié à l’ampli- 
tude de l’onde. Des raisonnements analogues sont également valables 
pour l'intensité du champ magnétique. 
Du vecteur E, on sépare le facteur complexe e-1« 


E, = be-is, (III.19) 
de façon que le carré du vecteur 
b = b, + ib., (III.20) 


soit, de même que les vecteurs b, et b, eux aussi, une quantité réelle. 
A cet effet, il faut que soit satisfaite la condition b,b, = 0. En outre, 
les vecteurs réels b, et b. sont perpendiculaires au vecteur d'onde k 
qui indique la direction de propagation de l'onde (111.18). 

Si l’on choisit l’axe des X le long du vecteur b, et l’axe des Z 
dans le sens de propagation de l'onde, les projections de l'intensité 
du champ électrique (111.18) s’écriront 


E, = b, cos (ot — kz + a), E, = +b, sin (ot — kz + a). 


(111.21) 
Les grandeurs variables E, et E, satisfont à l'équation 
E? E! 
TE + = 1. (III.22) 


On voit qu'en tout point de l’espace l'extrémité du vecteur 
intensité de champ électrique décrit une ellipse dans un plan perpen- 
diculaire à la direction de propagation de l’onde. De telles ondes 
s'appellent ondes polarisées elliptiquement. Les signes + et — 
devant le coefficient b, dans la formule (111.21) correspondent à la 
polarisation droite et à la polarisation gauche. 

Dans le cas où b, = b, = b, l'ellipse se transforme en une circon- 
férence et l'onde (111.18) est dite polarisée circulairement. La quauti- 
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té b, qui est numériquement égale au module de l'intensité de champ 
électrique, est l'amplitude de cette onde. 

Si l'un des vecteurs b, ou b, s'annule, l'onde est dite polarisée 
linéairement (polarisée dans le plan). Elle s'écrit sous l’une de deux 
formes : 

E=1£, cos (ot—kr+ a), (111.23) 


E= 1£Eçeitkr-ut-a), (11.24) 


où Î est le vecteur polarisation unité, E, l'amplitude et & un dépha- 
sage constant. Seule la partie réelle ou seule la partie imaginaire de 
l'expression complexe (111.24) a un sens physique. 

Dans le cas idéal où la longueur d'onde est infiniment petite, 
la propagation des ondes électromagnétiques se décrit par les lois 
de l’optique géométrique. Pour des ondes dont la longueur ne peut 
pas être considérée comme étant infiniment petite, on observe un 
écart aux lois de l'optique géométrique et les phénomènes spécifiques 
qui se manifestent dans la propagation des ondes portent le nom 
de diffraction. Par exemple, la diffraction rend confuse la limite 
entre la lumière et l'ombre derrière un corps opaque (un écran) situé 
dans la direction de propagation de la lumière. Les phénomènes de 
diffraction varient notablement suivant les distances de la source 
de rayonnement et du point d'observation à l'écran. 

Dans le cas où la source de rayonnement des ondes électromagné- 
tiques ou le point d'observation ou, enfin, tous les deux se trouvent 
à une distance finie de l'écran (de l'obstacle), le phénomène de dif- 
fraction porte le nom de diffraction Fresnel. 

Si la source de rayonnement des ondes électromagnétiques et le 
point d'observation se situent à très grandes (infiniment grandes) 
distances de l'écran, il y aura des phénomènes de diffraction Fraun- 
hofer. 

La diffraction Fraunhofer s’observe dans un cas présentant un 
intérêt particulier pour les applications pratiques, lorsqu'une onde 
électromagnétique plane rencontre sur son trajet un écran plan. Les 
ondes diffractées qui apparaissent sont faciles à déterminer d'une 
façon approchée, si on se limite à de faibles écarts à l'optique 
géométrique, c’est-à-dire à de petits angles entre les directions de 
propagation des ondes incidente et diffractée. Dans ce qui suit 
nous considérons ce cas le plus simple. 

Soit un écran plan situé dans le plan XŸ et présentant un orifice 
de surface S. Sur cet écran tombe une onde monochromatique plane 
que nous écrirons en notation complexe (111.24). Désignons par u 
l'une quelconque des composantes des vecteurs E et H de cette onde 
sans le facteur temporel e-ivt. Puisque, par hypothèse, l'écart par 
rapport à l’optique géométrique est faible, le champ aux points de 
l'orifice est le même qu'en l’absence de l’écran, c'est-à-dire se décrit 
par la grandeur u = u, aux points de l'orifice. En d'autres termes, 
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aux points de l'orifice de l'écran le champ de l’onde diffractée 
coïncide avec le champ de l'onde plane incidente. Aux points situés 
sur l'écran, le champ diffracté est nul. 

Sous ces hypothèses, la composante de Fourier de l'onde diffractée 
considérée aux points de l’orifice de l'écran, s’écrira sous la forme 
d'une intégrale double 


Uq = \ ue” iqf dx dy, (ITL.25) 
8 


où l'intégration est effectuée sur la surface de l’orifice dans l'écran. 
Le vecteur q se situe dans le plan XY. Il est lié par la relation 
k’ = k + q aux vecteurs d'onde k et k’ des ondes incidente et dif- 
fractée (k = k’ — w/c). L'angle 6 que font les vecteurs k et k’ s’ap- 
pelle angle de diffraction. Puisque les angles de diffraction sont 
petits 6 € 1, le module du vecteur q s'exprime par la fréquence de 
l'onde incidente comme suit 


g=<—0. (111.26) 


La distribution angulaire de la moyenne temporelle sur une 
période d'oscillation de l'intensité de l’onde diffractée s'exprime par 


u 


Jo L'Ua [2 ÉIxdgu 1, 1 © \2l 4 |? 
di — S "Lo Dar + | Dnc | U dQè. (IT1.27) 
Dans cette formule, S est l'aire de l’orifice de l'écran, dQ = 6 d6 d 
l'élément d'angle solide et 7, la moyenne temporelle de l'intensité 
totale de l’onde monochromatique plane incidente qui passe par 
l'orifice normalement au plan de l'écran. 

Les ondes diffractées derrière l'écran peuvent également être 
déterminées en résolvant l'équation de l’onde avec des conditions 
aux limites sur la surface de l'écran et aux points de son orifice. 

On dit que deux écrans sont complémentaires l’un par rapport 
à l’autre si l’un d'eux présente un orifice là où l’autre est opaque et 
inversement. À de tels écrans s'applique le principe de Babinet: 
les écrans complémentaires produisent les mêmes distributions 
d'intensité de la lumière diffractée. 


$ 1. Equations de Maxwell 


236. Un champ électrique variable dans le temps, peut-il exister 
à l’intérieur d’une cavité sans champ magnétique ? 

237. Un champ magnétique variable dans le temps peut-il exister 
sans champ électrique ? 

238. Un champ électrique uniforme, peut-il exister en présence 
d'un champ magnétique variable dans le temps? 

239. Un champ électrique (ou magnétique) uniforme, peut-il 
varier dans le temps? 
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240. En déduisant le principe de la conservation de l'énergie 
électromagnétique en tant qu'une conséquence des équations de 


Maxwell, on remplace généralement l'expression — (H rot E — 


— E rot H) par div s où s — —— (E X H) est le vecteur de Poynting. 


Démontrer que s n'est pas le seul vecteur dont la divergence soit 
égale à l'expression indiquée. 

241. En coordonnées cylindriques, les composantes du vecteur 
intensité d'un champ magnétique dans l’espace libre sont de la forme 
H, = 11, = 0 et , = IT (r, t), où la fonction FX (r, t) et ses déri- 
vées sont bornées. Déterminer l'intensité E du champ électrique 
rotationnel induit par ce champ magnétique. 

242. Soit une sphère contenant une charge Q et une masse m 
uniformément réparties à l'intérieur du volume qu'elle limite. 
A l'instant initial {, — 0 on applique un champ magnétique extérieur 
d'intensité H = H (ft) qui est constant en direction et satisfait à la 
condition initiale H (0) = 0. La variation du vecteur H en fonction 
des coordonnées peut être négligée dans les limites de la sphère. 
Sous l'effet du champ magnétique la sphère se met en rotation. En 
négligeant l'influence réciproque de la sphère tournante sur le champ 
magnétique extérieur, calculer la vitesse angulaire de rotation «©. 

243. Démontrer que les potentiels électromagnétiques retardés 


À Ce ms 
À ess mu À 
[r—r| 
p en 
œ(r, PO ELA Lier mnt 


r—r| 
satisfont à la condition de Lorentz. 


div À + = (0. 


C 


A(r, t)— + | av’, 


Les intégrales de volume Le sont supposées convergentes. 
244. Obtenir les équations pour le potentiel scalaire et le 

potentiel vecteur À en prenant comme zéro des potentiels le potentiel 

coulombien div À = 0. Les grandeurs q et A sont définies par les 

relations 

OA 


TG ? H = rot A. 


E — — grad p— + 


$ 2. Densité de charge. Densité de courant 


245. Une charge e se déplace dans le plan XY en s’éloignant de 
l'origine des coordonnées suivant la droite y = x — L avec une 
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vitesse constante v. A l'instant initial #, = 0, elle se trouvait sur 
l'axe des X. Déterminer la distribution de densité volumique de 
charge p et de densité volumique de courant j dans l’espace. 

246. Une charge e est animée d'une oscillation harmonique le 
long de l’axe des X suivant une loi x = a sin owt. Donner les expres- 
sions pour la densité volumique de charge p et la densité volumique 
de courant j. Vérifier si l'équation de continuité est valable pour ces 
grandeurs. Calculer les moyennes temporelles sur une période T = _ 


des densités volumiques de charge p et de courant j et démontrer que 
| pdV=e. 


247. Une charge e se meut dans le plan XŸ suivant une circonfé- 
rence de rayon À avec une vitesse angulaire constante ©. A l'instant 
initial {, — 0, elle se trouvait sur l'axe des X. Donner les expres- 
sions pour la densité volumique de charge p et la densité volumique 
de courant j en coordonnées cylindriques dont l'origine est confondue 
avec le centre de la circonférence. Vérifier si l'équation de continuité 
est valable pour ces grandeurs. Démontrer que les moyennes tempo- 


relles sur une période T — 2x/w des densités volumiques de charge)p 
et de courant j satisfont aux relations 


fpav=e, (ar N dife=+. 
0 —œ 


248. Soit une circonférence de rayon À uniformément chargée 
avec une densité linéique q et tournant autour de son diamètre avec 
une vitesse angulaire constante w. Déterminer la distribution de 
densité volumique de charge p et de densité volumique de courant j 
dans l’espace en coordonnées sphériques. L'origine des coordonnées 
se confond avec le centre de la circonférence et l’axe des Z est dirigé 
suivant l’axe de rotation. Vérifier si l'équation de continuité est 
valable pour les grandeurs trouvées. 

249. Soit une sphère de rayon R contenant une charge Q unifor- 
mément répartie à l’intérieur du volume qu'elle limite et tournant 
autour de son diamètre fixe avec une vitesse angulaire & variable 
dans le temps. Déterminer la distribution de densité volumique de 
charge p et de densité volumique de courant j dans l’espace en coor- 
données sphériques. 

250. Déterminer le champ électromagnétique quasi stationnaire 
produit par une charge e qu se meut lentement avec une vitesse 
constante v. 
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$ 3. Moment magnétique, moment électrique dipolaire 
et moment électrique quadrupolaire 
des charges en mouvement 


251. Soit une sphère de rayon R, contenant une charge Q et une 
masse m uniformément réparties à l’intérieur du volume qu'elle 
limite et tournant autour de son centre fixe avec une vitesse angulaire 
quelconque © = w (t). Déterminer le moment magnétique pu de la 
sphère tournante. Calculer le facteur de proportionnalité B entre 
le moment magnétique um et le moment cinétique M: u — BM. 

252. Soit un système mécanique fermé constitué par deux particu- 
les en mouvement quelconque dont les charges et les masses sont 
respectivement e, et e. et m, et m.. Démontrer que si l’origine des 
coordonnées est choisie au centre d'inertie de ce système, son moment 
magnétique u et son moment cinétique M sont proportionnels l’un 
à l’autre et calculer le facteur de proportionnalité. 

253. Un système mécanique comprenant un nombre fini de 
particules caractérisées par un seul et même rapport de la charge 
à la masse se meut dans l’espace. L'’impulsion totale P de ce systè- 
me, à quelle condition doit-elle satisfaire pour que le moment magné- 
tique total de toutes les particules soit indépendant du choix de 
l'origine des coordonnées ? 

254. Un disque d'épaisseur négligeable et de rayon À, uniformé- 
ment chargé, tourne autour de son diamètre fixe avec une vitesse 
angulaire w. La charge totale du disque est Q. Calculer le moment 
magnétique u du disque tournant. 

255. Un cadre carré de côté a, uniformément chargé avec une 
densité linéique qg, tourne avec une vitesse angulaire & autour de 
l'un de ses côtés. Calculer le moment magnétique u du cadre tour- 
nant. 

256. Un neutron de moment magnétique u, se déplace sur une 
trajectoire donnée et son rayon vecteur r, varie dans le temps comme 
rh = ln (£). Déterminer la distribution de densité de moment magné- 
tique 1, dans l’espace 


: Au (r, t) 
Er, t)= lim —=—=— 
n(r, 0) av-o AF 


9 
où Au (r. t) est le moment magnétique de l'élément de volume AV. 
Ce dernier tend vers le point de rayon vecteur r quand AV — 0. 
257. Une particule de masse m et de charge e est animée d'un 
mouvement elliptique dans un champ d'attraction de potentiel 
coulombien «œ/r où &« << 0. L'énergie totale de la particule est &. 
Calculer la moyenne temporelle, sur une période de mouvement. du 
moment électrique dipolaire d de la charge. Exprimer ce moment 
par l'intégrale spécifique du mouvement dans le champ coulombien 


si 


J 
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I= vx M + — , V étant la vitesse de la particule chargée et M 
son moment cinétique. 

258. Le rayon vecteur r,; du point d'emplacement d'un dipôle 
de moment d = d{t) varie dans le temps suivant une loi donnée 
r4 = ra(t). Déterminer la distribution de densités volumiques de 
charge et de courant dans l’espace. Calculer le moment magnétique 
u du courant trouvé. 

259. Un dipôle ponctuel de moment d tourne suivant une cir- 
conférence de rayon À avec une vitesse angulaire constante w. La 
circonférence se situe dans le plan X Ÿ et son centre est confondu avec 
l'origine des coordonnées. Le vecteur d est constant en module et 
dirigé suivant la tangente à la circonférence dans le sens de rotation 
de l'axe des À vers l'axe des Ÿ. Déterminer le tenseur D, $ de mo- 
ment électrique quadrupolaire du système. 

260. Une particule de masse m et de charge e est animée d'un 
mouvement elliptique dans un champ de potentiel coulombien «œ/r 
où à << 0. L'énergie totale et le moment cinétique de la particule 
sont € et M respectivement. L'origine des coordonnées cartésiennes 
est placée au centre du champ de force et l'axe des X est dirigé le 
long du demi-grand axe de la trajectoire elliptique située dans le 
plan ÀŸ. Calculer la moyenne temporelle sur une période des com- 
posantes du tenseur D, 4, de moment électrique quadrupolaire de la 
charge en mouvement. 

261. Dans le modèle de l’atome d'hydrogène proposé par Ruther- 
ford, l’électron de masse m et de charge e tourne sur une orbite 
elliptique. Son énergie est 6 et son moment cinétique M. Le demi- 
grand axe a de l’ellipse coïncide avec l’axe des X et l'orbite se situe 
dans le plan XŸ. Déterminer la moyenne temporelle sur une période 
de mouvement de l'intensité du champ électrique quasi stationnaire 
à grande distance r > a de l’atome compte tenu du moment électri- 
que quadrupolaire. Interpréter le résultat obtenu dans le cas limite 
où l’ellipse se transforme en une circonférence. 


$ 4. Ondes électromagnétiques 


262. Le potentiel vecteur d’une onde plane polarisée rectiligne- 
ment est de la forme À = 1F (ot — kr), où w = kc, 1 un vecteur 
constant et F une fonction dérivable de son argument. On suppose 
que le potentiel scalaire est identiquement nul et div À = O0. Calcu- 
ler le vecteur de Poyntings et la densité d'énergie w de l’onde électro- 
magnétique. 

263. Soit un cylindre de rayon R et de hauteur k, au repos, dispo- 
sé perpendiculairement à la direction de propagation d’une onde 
électromagnétique monochromatique plane dont le potentiel vecteur 
est A = À, cos (ot — kr + «&). La longueur de cette onde est petite 
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par rapport à À et k si bien qu’une région d'ombre s'étend derrière 
lefcylindre. Sur la surface du cylindre, l'onde électromagnétique 
subit une absorption totale. Calculer la moyenne temporelle sur 
une période 7 = 2x/w de la force subie par le cylindre. 

264. Une onde électromagnétique plane monochromatique décri- 
te par son potentiel vecteur À = A, cos (ot — kr + &) tombe sur 
la surface d’une sphère immobile de rayon À et se réfléchit en totalité 
sur cette surface. Sa longueur est petite par rapport à R de sorte que 
l’espace situé derrière la sphère est une région d'ombre. Calculer la 
moyenne temporelle sur une période T = 2x/w de la force F subie 
par la sphère. 

265. En notation complexe, une onde polarisée rectilignement 
et une onde polarisée circulairement s’écrivent : 


E — Re (1°/Cieitkr-ut)), E—Re (bCieitkr-ur)), 


où À -—1, 2, C, une constante complexe, 1) et D sont des 
vecteurs unités polarisation qui satisfont aux conditions 


1614@—0, (1M)2—14, 1% 107 
bb —1, (b?)2—0, bt —ptar, 


où À indique deux états indépendants de la polarisation de l'onde, 
correspondant à un seul et même vecteur d'onde k. Démontrer que 
pour les ondes polarisées rectilignement et circulairement sont 
valables les règles de sommation suivantes: 


9 


5, (A1) (BI) = AB—-—%- (Ak) (Bk), 


À = 1 


S (Ab) (Bb))* = AB° _— (Ak) (B°k), 


ei 


où À et B sont des vecteurs complexes arbitraires. 

266. Soient E, = E,, cos (ot — kr + «,) et E, = E,, cos (of — 
— kr + &.) deux ondes monochromatiques dont les polarisations 
sont orthogonales. En supposant que les amplitudes de ces ondes 
sont identiques, déterminer la polarisation de l’onde résultante. 

267. Soient deux ondes monochromatiques polarisées circulaire- 
ment dans des sens opposés et se propageant dans le même sens. 
Déterminer l'onde résultante si les amplitudes et les fréquences de 
ces ondes sont les mêmes et leur déphasage a une valeur constante. 

268. Soient À et B les amplitudes de deux ondes ayant des polari- 
sations circulaires de sens contraire. Déterminer la polarisation de 
l'onde résultante si les fréquences et les phases de ces ondes sont 
les mêmes. 
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269. Les plans de polarisation de deux ondes monochromatiques 
E, = E,, cos (ot — kr + &;,), E, = E,, cos (ot — kr + &:) 


sont inclinés sous un certain angle l’un par rapport à l’autre. Déter- 
miner la polarisation de l’onde résultante si E,, = E,, et & — &: = 
= 1/2. 

270. Une onde électromagnétique est obtenue par superposition 
de deux ondes monochromatiques polarisées rectilignement dans deux 
sens orthogonaux E, = E,, cos (w,t — k;r) et E.= E,, cos (o.t—k, r), 
dont les amplitudes sont égales, les vecteurs d'onde parallèles et les 
fréquences diffèrent d'une petite quantité | ©, — we | & © + w2. 
Les vecteurs E,,, E,. et k forment un trièdre direct. Déterminer la 
polarisation de l'onde résultante. 

271. Soient deux ondes monochromatiques de même amplitude 
ayant des polarisations circulaires de sens contraire et se propageant 
dans le même sens. Les fréquences w, et w. de ces ondes diffèrent 
l'une de l’autre d’une petite quantité |o@,; — &: | & ©; + 2. 
Déterminer la polarisation de l’onde résultante. 

272. Un paquet d'ondes est obtenu par superposition d'ondes 
monochromatiques 1Æ, cos (ot — kr) de fréquences comprises dans 
l'intervalle 0 < w << oc. Le sens de propagation et le vecteur polari- 
sation 1 de ces ondes sont les mêmes et le nombre des ondes dont les 
fréquences sont comprises dans l'intervalle de &w à © + do est égal à 


e=(w/4)° dOs 


PET 


où À est une constante indépendante de la fréquence. L'expression 
mise en facteur de la différentielle dw est la fonction de répartition 
en fréquence des ondes monochromatiques données. Déterminer 
l'intensité du champ électrique du paquet d'ondes en tant que fonc- 
tion des coordonnées et du temps. 

273. Un paquet d'ondes est obtenu par superposition d'ondes 
monochromatiques 1Æ, cos (ot — kr + «) de fréquences comprises 
dans l'intervalle de &, — À à © +A, où A € w,. Le sens de 
propagation et le vecteur polarisation { de ces ondes sont les mêmes 
alors que l’amplitude d’un groupe d'ondes de fréquences situées dans 


l'intervalle de «© à w© + do est égale à Fe dw où E,, w, et À sont 


0 
des constantes indépendantes de la fréquence w. Déterminer l'inten- 
sité du champ électrique du paquet d'onde comme fonction des 
coordonnées et du temps. 
274. L'intensité du champ électrique d'un paquet d'onde est 


de sens constant et se décrit par la fonction E = E (£ — — ) qui 


est non nulle pour une région finie de variation de son argument. 
Ici, nest un vecteur unité constant et c la vitesse de la lumière. 
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En développant cette fonction en intégrale de Fourier, représenter 

le paquet d'ondes comme superposition d'ondes monochromatiques. 
275. Soit une onde électromagnétique dont l'intensité du champ 

électrique est donnée 

A 


E—E,e ‘| © 


où les vecteurs E, et n et la grandeur 7 sont constants, de plus t > 0. 
Déterminer la composante de Fourier E (k, w) de cette fonction. 

276. La composante de Fourier E (k, w) de l'intensité d’un 
champ électrique est de la forme 


(27)* on \ « 
E (k, @) = ET 6 (k——) e (&@/w0) , 
où E, et n sont des vecteurs constants. Déterminer l'intensité de ce 
champ électrique en tant que fonction des coordonnées et du temps. 

277. Un champ électrostatique se décrit par un potentiel à sy- 


métrie sphérique @ = ex où x est une constante positive. Repré- 
senter l'intensité E de ce champ sous la forme du développement 


= | Euett dk 


RU 


suivant les ondes longitudinales Eseïkr dont les vecteurs polarisation 
sont orientés le long de k. 

278. Soient deux surfaces coniques introduites l’une dans l’autre 
et ayant un sommet commun et un axe de symétrie commun. La 
surface conique extérieure est parcourue par une onde de courant 
J = J, cos (wt + kr) qui se propage vers le sommet, passe ensuite 
sur la surface conique intérieure et s’en va vers l'infini. Ici, J est 
le courant superficiel total, w — kc et r la distance au sommet du 
point d'observation sur la surface conique extérieure. Déterminer 
le champ électromagnétique rotationnel produit dans l’espace entre 
les surfaces coniques. Poser que la composante radiale du vecteur E 
cherché est identiquement nulle et le sens positif de circulation du 
courant coïncide avec le sens de propagation de l'onde. 

279. Soit une surface cylindrique indéfinie de rayon À dont 
l'axe est parcouru par un courant filiforme J = J, cos (ot — kz). 
Le courant superficiel total traversant la surface cylindrique elle- 
même représente une onde de retour de la forme J = —J, cos (wf+-kz). 
Déterminer le champ électromagnétique rotationnel à l'intérieur et 
à l'extérieur de la surface cylindrique. Poser que le vecteur E cherché 
est perpendiculaire à l'axe des Z et & — kc. Le sens positif de circu- 
lation du courant coïncide avec le sens de l’axe des Z qui est confondu 
avec l’axe de la surface cylindrique. 
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$ 5. Diffraction 


280. Une onde électromagnétique dont l'intensité du champ 
électrique E = 1£, cos (wt — kr) tombe suivant la normale à la 
surface d'un écran plan présentant une fente indéfinie de largeur 2. 
Le vecteur polarisation 1 est parallèle à la fente. En admettant que 
l'écart à l'optique géométrique est petit ka > 1. déterminer le champ 
électrique de l'onde diffractée se propageant sous de faibles angles 
de diffraction. Calculer la moyenne temporelle, sur une période 
T = 21/0, de l'intensité de diffusion d{ par unité de longueur de 
cette onde dans l'intervalle d'angles d8. 

281. Soit un écran plan dans lequel on a découpé fentes indéfi- 
nies, parallèles et identiques, de largeur 2a. La distance entre les 
lignes axiales de deux fentes consécutives est 2b. Une onde électro- 
magnétique plane E = 1£, cos (ot — kr) tombe sur cet écran 
suivant la normale à sa surface. Le vecteur polarisation 1 de cette 
onde est parallèle aux fentes. La longueur de l’onde électromagnéti- 
que considérée est petite par rapport aux dimensions caractéristiques : 
ka 5 1 et kb ÿ 1, si bien que les angles de diffraction sont petits 
eux aussi. Déterminer le champ électrique de l’onde diffractée et 
l'intensité de diffusion d] de cette onde par unité de longueur dans 
l'intervalle d'angles d6, en prenant sa moyenne sur une période 
T = 2x/0. 

282. Soit un écran plan présentant un orifice rectangulaire de 
côtés 2a et 2b. Une onde électromagnétique monochromatique plane 
de fréquence w — kc tombe sur cet écran suivant la normale à sa 
surface. Le vecteur polarisation de cette onde est parallèle à l’un 
des côtés de l’orifice rectangulaire et la longueur d'onde est petite 
par rapport aux dimensions caractéristiques: ka © 1 et kb > 1. 
Déterminer l'intensité d7 de l’onde diffractée dans l’angle solide 
dQ en prenant sa moyenne temporelle sur une période d'oscillation 
de l'onde. 

283. Une onde électromagnétique plane polarisée rectiligne- 
ment de fréquence w — kc tombe sur un écran indéfini présentant un 
orifice circulaire de rayon À, suivant la normale à sa surface. La 
longueur de cette onde est petite par rapport au rayon de l'orifice : 
kR >> 1, de sorte que les angles de diffraction sont aussi petits. 
Déterminer l'intensité d7 de l'onde diffractée dans l’angle solide dQ@ 
en prenant sa moyenne sur une période d'oscillation de l'onde. 

284. Soit un écran plan présentant un orifice annulaire de rayons 
R, et Ra (R;, << R:). Déterminer la moyenne temporelle, sur une 
période d'oscillation, de l'intensité d7 de l'onde diffractée dans l’an- 
gle solide dQ quand une onde électromagnétique polarisée rectiligne- 
ment tombe sur l’orifice annulaire suivant la normale à sa surface. 
La longueur de l'onde incidente est petite par rapport aux rayons 
de l’orifice et les angles de diffraction sont aussi petits. 
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285. Soit un écran plan présentant un orifice elliptique de demi- 
axes a et b. Une onde électromagnétique plane de fréquence w = kc 
tombe sur ce plan normalement à sa surface. La longueur de cette 
onde est petite par rapport aux demi-axes de l’'orifice elliptique: 
ka S 1 et kb > 1. Déterminer l'intensité d/ de l’onde diffractée 
dans l’angle solide dQ en prenant sa moyenne sur une période d’oscil- 
lation de l’onde. 

286. Déterminer la moyenne temporelle sur une période d’oscil- 
lation de l'intensité d7 de la lumière diffractée dans l'intervalle 
d'angles d6 dans le cas de l'incidence normale d’une onde électro- 
magnétique plane de fréquence w — kc sur une plaque infiniment 
longue de largeur 2a. Le vecteur polarisation de l’onde incidente est 
parallèle à la plaque et la longueur d'onde est petite par rapport 
à la largeur de la plaque: ka >> 1. 

287. Soit une sphère de rayon /? représentant un corps noir et 
placé dans le champ électromagnétique d'une onde plane polarisée 
rectilignement de fréquence w — kc. La longueur de l’onde électro- 
magnétique est petite par rapport au rayon de la sphère: 4R > 1. 
Déterminer la moyenne temporelle sur une période T = 21/0 de 
l'intensité d/ de l’onde diffractée dans l'angle solide dQ2. 


CHAPITRE IV 


RAYONNEMENT DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 
PAR LES CHARGES EN MOUVEMENT LENT 


Le problème du rayonnement des ondes électromagnétiques se 
résout commodément si l’on introduit les potentiels électromagnéti- 
ques À et @ qui sont définis par les relations 


H = rot À, (IV.1) 


1 9A 
E — — grad Pr TG ° (IV.2) 
Les grandeurs À et œ ne sont pas définies de façon univoque. Le 
passage des potentiels électromagnétiques À et @ à de nouveaux 
potentiels A” et æ’ à l’aide du changement d'état pris pour origine 


A' = A+ grad f, (IV.3) 
, 1 0 
pg=p—+ À, (IV.4) 


laisse inchangées les intensités des champs électrique et magnétique. 
Ici, f = f(r, t) est une fonction arbitraire. Elle est généralement 
choisie de façon que soit satisfaite la condition de Lorentz 


: 1 0 

div A + ps Gt = 0. (IV.5) 
Alors, les équations pour les potentiels électromagnétiques, qui décou- 
lent des équations de Maxwell prennent une forme simple: 


° 1 A 4x. 
VAE = db Fee) 
é 1 = 
V<® — c° Re = —Anp, (1V.5) 


et portent le nom d'équations d'Alembert. Seules les solutions des 
équations d’Alembert qui satisfont à la condition de Lorentz (IV.5) 
ont un sens physique. 

Le rayonnement des ondes électromagnétiques est décrit par les 
solutions des équations ([1V.6) et (IV.7) sous forme des potentiels 
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retardés 
e , [r—r| 
__ 1 i(r. _ c 
Ir—r’| 
p —————— |. ,.: 


où rest le rayon vecteur du point d'observation, r’ le rayon vecteur 
de l'élément de volume dV” et t l’instant d'observation: :. 

À grande distance du système de charges, chaque élément suffi- 
samment petit de surface d'une onde sphérique peut être considéré 
comme une onde plane dans laquelle l'intensité de champ électrique 
E et l'intensité de champ magnétique H sont égales en module et 
forment avec le sens de propagation de l'onde un trièdre direct 


E=HXxn. (IV.10) 


Ainsi, pour déterminer le champ électromagnétique de rayonne- 
ment, il suffit de calculer seulement l'intensité de champ magnétique 
qui est liée au potentiel vecteur (I1V.8) par la relation (1V.1). 

Plaçons l'origine des coordonnées au centre d'un système de 
charges dont la dimension linéaire maximale sera désignée par |. 
À grande distance r 51 > r'onalr—r | Æ&r— nr’et le poten- 
tiel vecteur (IV.8) aura pour expression approchée 


A(r, »=+ | j{r, 124 avr, (IV.11) 


« r 
OÙ nn —=— 
r 


Supposons ensuite que le rayonnement soit émis essentiellement 
sur la fréquence w et que la longueur'de l'onde émise (divisée par 2x) 
soit grande par rapport à la dimension linéaire de la source de rayon- 


nement: x — = > l. En outre, le champ électromagnétique sera 
étudié à grande distance de la source, dans la zone d'onde 
r>r>L 
Sous ces hypothèses, l'expression se trouvant sous le signe somme 
dans (1V.11) peut être développée en série suivant la variable 2 Ù 


ce qui correspond au développement du potentiel vecteur en série 
suivant le petit paramètre //Xx : 


A(r, =<+ EX | 0 (IV.12) 


cr Gc°r 
où le vecteur D possède les composantes 
D,y — Dapn p: . 
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Dans la formule (1V.12), les deuxième et troisième termes sont 
numériquement du même ordre de grandeur, alors que leur somme 
est inférieure au premier terme dans le rapport //}. Les termes d'ordre 
de petitesse plus élevé sont rejetés. Le moment électrique dipolaire d, 
le moment magnétique u et le tenseur D,, de moment électrique 
quadrupolaire dépendent du temps, compte tenu du retard 


d — d (s—T), u — n(t—2), Das = Daplt— ©). (IV.13) 
Appliquée à une charge animée d'un mouvement non uniforme 
avec une vitesse non relativiste v, la somme (I1V.12) représente un 


développement suivant le paramètre — « 1. 


En calculant le rotationnel de l'expression (1V.12) et en rejetant 
les petits termes proportionnels à 1/r*, on obtient l'intensité de 
champ magnétique de l’onde émise 


_dxn , Gtxn)xn , Dxn —— 

HAT OS SR (IV.14) 

En tout point de la zone d'onde, le flux de l'énergie électromagné- 
tique est déterminé par le vecteur de Poynting 


cH° 
4n 


C - 
=-—ExH= n. (IV.15) 

L'énergie électromagnétique 7 émise par la source en unité de 
temps (intensité de rayonnement) est égale au flux du vecteur de 
Poynting à travers une sphère de grand rayon r et de centre à l’origi- 
ne des coordonnées 


= = | H?r° dQ, (IV.16) 


où dQ = sin 6 d6 dy est l'élément d'angle solide. 
En se servant des formules (1V.14) et (1V.16), on obtient aisé- 
ment, pour l'intensité de TU ” l'expression suivante 


24? + 2 re 
1= + re a 4 Dés (IV.17) 


Les premier, deuxième et troisième termes représentent respecti- 
vement les intensités de rayonnement dipolaire électrique, dipolaire 
magnétique et quadrupolaire électrique. Les termes qui décrivent 
le rayonnement des moments multipolaires d'ordre plus élevé sont 
rejetés. En gardant les termes indiqués, on obtient une série infinie 
rapidement convergente dont les termes dépendent, dans le cas 
général, du choix de l’origine des coordonnées. C’est pourquoi il 
faut préciser le système de coordonnées dans lequel sont définis 
le moment dipolaire électrique, le moment dipolaire magnétique 
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et le moment quadrupolaire électrique intervenant dans la formule 
(IV.17). L'origine des coordonnées est généralement choisie en un 
point physique déterminé du système chargé, par exemple au centre 
d'inertie ou au centre de symétrie, ainsi qu'au centre de rotation 
des charges. 

Puisque l'intensité de rayonnement totale (1V.16) s'exprime 
par le flux d'énergie électromagnétique à travers une sphère de 
grand rayon r et de centre à l’origine des coordonnées, la valeur 
numérique de cette grandeur varie lors d'un changement d'origine 
des coordonnées, parce que la sphère indiquée change de position 
par rapport au système rayonnant. Cependant l'énergie émise totale 


€ = | I di (1V.18) 


ne dépend pas du changement d'origine des coordonnées à l'intérieur 
du système rayonnant. 
Généralement, d'après l'ordre de grandeur, le module des 


vecteurs pu et 1 D est //À (ou v/c) fois plus petit que | d |. Dans ces 


conditions, les deuxième et troisième termes de la formule (IV.14) 
n’apportent que de petites corrections au calcul de l'intensité de 
champ magnétique dans la zone d'onde. Pourtant, dans la formule 
(IV.17), les deuxième et troisième termes doivent être dans ce cas 
omis pour ne pas dépasser la précision imposée du calcul. Pour déter- 
miner la première correction à apporter au rayonnement dipolaire 
électrique, il faut calculer le champ magnétique avec une grande 
précision en gardant dans la formule (1V.14) le terme rejeté d'ordre 
l°/c* (ou v*/c*). Alors, à la somme (1V.17) s’ajoutera encore un terme 
qui est égal, d’après l’ordre de grandeur, aux intensités des rayonne- 
ments dipolaire magnétique et quadrupolaire électrique (voir les 
problèmes 349 et 350). 

Si, pour une cause quelconque, le rayonnement dipolaire électri- 
que d'un système se trouve affaibli et est, d’après l’ordre de gran- 
deur, nettement inférieur au rayonnen:ent dipolaire magnétique et 
au rayonnement quadrupolaire électrique, les deuxième et troisième 
termes dans la formule (1V.17) deviennent termes principaux et, 
conjointement avec le premier terme, décrivent avec une précision 
déterminée le rayonnement du système. Les termes omis représentent 
de petites corrections d'ordre plus élevé. Cette dernière assertion est, 
généralement parlant, aussi valable dans le cas où tous les trois 
termes de (1V.17) sont du même ordre de grandeur. Certains termes 
de la somme (1V.17) peuvent s'annuler. 

L'énergie totale (I1V.18), émise pendant toute la durée de fonc- 
tionnement de la source peut être représentée par la somme des 
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énergies émises sur les différentes fréquences 
8 — £ (w) do, (IV.19) 


où £ (w) est la densité spectrale de rayonnement, c’est-à-dire l’éner- 
gie par intervalle de fréquence unité. Elle caractérise la composition 
spectrale du rayonnement. 

Pour déterminer la densité spectrale 6 (w) de rayonnement d’une 
source donnée, il faut développer en série de Fourier les grandeurs 
intervenant dans l'expression de (1V.17) l'intensité de rayonnement. 
Alors, l'énergie d£, = € (w) dw émise dans l'intervalle de fréquen- 
ce de & à &© + do s'écrira sous la forme *) 


 _21d@)I , 21p(@)1t : | Das (w) |° 
dé (ne + me + one —) du, (IV.20 


où d (w), u (&) et Das (œ) sont les composantes de Fourier des 


‘grandeurs correspondantes d (£), u (£) et Des (t) alors que l’expres- 
sion entre parenthèses représente la fonction cherchée & (w). 

Par exemple, l'énergie émise aux fréquences faibles wTt € 1 par 
une charge e dans un champ de force extérieur a pour grandeur 


Ici, + est l'ordre de grandeur du temps d'interaction de la charge 
avec le champ extérieur et v, et v. sont les vitesses de la charge 
avant et après l'interaction. 

Soient E (t) et H (£) les intensités des champs électrique et magné- 
tique d'une onde électromagnétique plane se propageant dans la 
direction n, déterminées en un certain point de la zone d'onde. Dans 
ce cas, l'énergie En (©) passant dans le sens normal à travers une 
unité de surface dans un intervalle de fréquence unitaire est donnée 
par la formule 


2 2 
En (w)=EQE = LÉO (IV.21) 


dans laquelle E (w) et H (w) sont les composantes de Fourier des 
grandeurs indiquées E (t) et H (t). Le graphique de la fonction &, () 
représente la ligne spectrale du rayonnement donné se propageant 
dans le sens n. Le contour de la ligne spectrale a généralement une 


*) Entre les composantes de Fourier f (w) et f (w) «le la fonction f (t) et 
de sa dérivée f (t) il existe la relation f (w) — —{w/(w). De façun analogue, 
f (w) = —w?f (w) et f (w) = iw?f (w). 
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forme en cloche et présente le maximum principal sur une certaine 
fréquence w,. Pour caractériser la composition spectrale d’un rayon- 
nement, on introduit la notion de largeur Ao de la ligne spectrale 
en la définissant de la manière suivante. On appelle demi-largeur 
Aw/2 de la ligne spectrale la valeur du module d’une différence 
[wo — w, |, pour laquelle la fonction €: (w) devient deux fois 
plus faible que sa valeur maximale &, (w,). Dans le cas d’une source 
concrète d'ondes électromagnétiques, la quantité €, (w) diffère de la 
densité spectrale de rayonnement 6 (w) introduite plus haut. par 
un certain facteur qui dépend de la distance r à la source ainsi que 
du sens n. C’est pourquoi la largeur de la ligne spectrale peut égale- 
ment être déterminée à l’aide de & (w). 

On appelle intensité d/ de rayonnement émis dans un élément dQ 
d'angle solide l’énergie qui traverse par unité de temps un élément 
dS = r"dQ d’une surface sphérique de grand rayon r dont le centre 
est situé à l’origine des coordonnées. En calculant le flux du vecteur 
de Poynting (IV.15) à travers cet élément de surface sphérique, on 
trouve la répartition angulaire de l'intensité de rayonnement 


al = TE 49 (IV.22) 


où l'intensité de champ PUS est donnée par l'expression 
(IV.14). Si le rayonnement dipolaire électrique n'est pas affaibli, 
il convient, après avoir élevé au carré la somme (1V.14), d'omettre 
les termes ayant l’ordre de grandeur de l*/* (ou v*/c*) pour ne pas 
dépasser la précision adoptée pour le calcul. 

La formule (1V.22) se simplifie notablement lorsque le système 
rayonnant se caractérise par un moment électrique dipolaire seul ou 
par un moment magnétique seul ou enfin par un tenseur de moment 
électrique quadrupolaire seul et prend respectivement la forme: 


(d x n)° X n}° > J:° 
dla = ES dQ, (1V.23) 
di, = me TE 4Q, (IV.24) 

(D x n)° se 
dIp = de. (IV.25) 


Dans ces formules, les composantes du vecteur unité n sont liées 
aux angles polaire et azimutal 6 et + de la direction de propagation 
par les relations suivantes 


n. = Sin 6 cos, 7, —= sin 6 sinwŸ, 7. = cos 6. 
y z 


La répartition angulaire de l'énergie totale émise pendant la 
durée de fonctionnement de la source est obtenue en intégrant l’inten- 
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sité de rayonnement (IV.22) par rapport au temps 


QC 


d£n=+= dQ | H?(r,t)dt. (1V.26) 
E: « 

En développant en intégrale de Fourier, par rapport à la variable 
t, l'intensité de champ magnétique H (r, t) intervenant dans cette 
formule il n’est pas difficile de déterminer l'énergie d&:,, rayonnée 
dans l’angle solide dQ sur les fréquences comprises dans l'intervalle 
de © à do : 


dE no = 7 | H (r, w) |? dQ de. (IV.27) 


En se servant de la formule (IV.14), on représente la composante 
de Fourier H (r, w) de l'intensité de champ magnétique intervenant 
dans ([V.27) par une somme des termes relatifs aux rayonnements 
dipolaire électrique, dipolaire magnétique et quadrupolaire électri- 
que. Pourtant, après avoir élevé cette somme au carré, il faut rejeter 
les termes d'ordre de grandeur de /*/c* (ou v*/c*), si le rayonnement 
dipolaire électrique n'est pas affaibli. 

Lorsqu'un électron se trouve dans le champ d’une onde électro- 
magnétique, il est soumis, dans le cas non relativiste, à une force eE. 


Le terme + (v x H) peut être négligé. Sous l’action de cette force, 


l'électron acquiert une accélération r = — E et donc émet un rayon- 


nement *). La répartition angulaire du rayonnement dipolaire 
électrique d’un électron animé d’un mouvement oscillant dans le 
champ d’une onde électromagnétique monochromatique est détermi- 
née par la formule (1V.23). Par suite d’un tel rayonnement, l’onde 
incidente subira une diffusion sur l’électron libre. Ce phénomène 
se caractérise par la section différentielle de diffusion do dans un 
angle solide dQ : 


(IV.28) 


où s est le module du vecteur de Poynting de l'onde incidente et le 
trait au-dessus des lettres désigne la moyenne temporelle sur une 
période d’oscillation de cette onde. 

Une particule chargée rayonnante est soumise de la part du 
champ électromagnétique rayonné à une force que l’on appelle force 
de frottement de rayonnement (on lui donne également le nom de 
résistance de rayonnement). Dans ces conditions, on peut considérer 


*) Dans le présent ouvrage on admet partout que le mouvement des micro- 
particules se décrit avec une précision suffisante par les lois de la mécanique clas- 
sique. Une description complète du mouvement des microparticules et de leur 
interaction avec le champ électromagnétique est donnée par la théorie quantique. 
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que l’énergie perdue par la particule pour le rayonnement est utilisée 
justement pour surmonter la force de frottement qui apparaît au 
cours du rayonnement. Dans le cas non relativiste, la force de frotte- 
ment de rayonnement est de la forme 


De? 
= r (IV.29) 


où e et r sont la charge et le rayon vecteur de la particule en mouve- 
ment. Cette force est petite par rapport à la force extérieure qui 
s'exerce sur la particule. 

L'influence réciproque du rayonnement sur le mouvement de la 
particule chargée doit être prise en compte lorsque le rayonnement 
se fait avec une grande intensité et durant un intervalle de temps 
très long (infini). On peut le faire par deux méthodes différentes. 
La première consiste à ajouter la force de frottement de rayonnement 
(IV.29) à la force extérieure F dans l’équation du mouvement 


9 .., 
mMmT — F+ 35 r. (1V.30) 


Dans ce cas, l'intensité, la composition spectrale et la répartition 
angulaire du rayonnement sont calculées au moyen des formules 
(IV.16) à (IV.27) dans lesquelles la fonction r = r (t) est solution 
de l'équation (1V.30). 

La seconde méthode est basée sur le principe de la conservation 
de l'énergie selon lequel l'énergie € cédée par une particule chargée 
dans un champ de force constant extérieur F = F (r) est due au 
rayonnement 


= (IV.31) 


où la quantité & vaut la somme des énergies cinétique et potentielle 
de la particule alors que l'intensité de rayonnement JZ est donnée 
par la formule (1V.17). L'’équation (IV.31) n'est valable qu'en 
première approximation non nulle (sans tenir compte des effets 
liés au retard du signal électromagnétique rayonné à l’intérieur 
de la région de mouvement de la charge). A la différence du cas 
précédent, le rayon vecteur r = r (t) de la particule chargée, inter- 
venant dans l'expression de l’intensité de rayonnement, est pris ici 
de l'équation du mouvement 


mr=F (IV.32) 


sans tenir compte de la force de frottement de rayonnement. Cette 
dernière n'apporte dans la relation (1V.31) qu'une correction négli- 
geable. L'équation du mouvement (IV.32) permet d'exprimer le 
second membre de l'égalité (IV.31) par l’énergie € et donc d'obtenir 
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.—— = 


une équation différentielle par rapport à cette grandeur. L'équation 
différentielle ainsi obtenue décrit la diminution de l'énergie de la 
particule par suite d'un rayonnement de longue durée. 


$ 1. Rayonnement dipolaire électrique 


288. Une particule de masse m et de charge e a traversé un con- 
densateur. La distance entre les armatures du condensateur est / 
et l'intensité E du champ électrique y est constante et uniforme. 
L’angle entre le vecteur E et le sens de la vitesse v, de la particule 
à l'entrée dans le condensateur était &. Le signe de la charge e est 
le même que celui du cosinus de l’angle &. Calculer l'énergie € perdue 
par la particule pour le rayonnement dipolaire électrique au cours 
du passage par le condensateur. 

289. Une particule de masse m et de charge e traverse une sphère 
de diamètre À à l’intérieur de laquelle est uniformément répartie 
une charge Q. Les charges de la particule et de la sphère sont de signes 
contraires. Avant d'entrer dans la sphère la particule possédait une 
énergie cinétique 6. Déterminer l'énergie 6 perdue par la particule 
pour le rayonnement dipolaire électrique à la traversée de la sphère. 

290. Soit un demi-espace où règne un champ magnétique constant 
et uniforme d'intensité H dirigée parallèlement au plan limite. 
Un proton de masse m et de charge e pénètre dans ce demi-espace. 
À l'entrée, la vitesse v du proton est perpendiculaire au plan limite. 
Evaluer l'énergie 6 perdue par le proton pour le rayonnement 
dipolaire électrique au cours du mouvement dans le champ magné- 
tique. 

291. Un proton de masse m et de charge e se déplace dans des 
champs électrique et magnétique croisés dont les intensités E et H 
satisfont aux conditions EH = 0 et £ € H. Les champs extérieurs 
sont constants et uniformes. La vitesse du proton à l'instant initial 
to — Dest v,. Déterminer l'énergie de rayonnement dipolaire électri- 
que perdue par la particule pendant le temps t. 

292. Soit une antenne linéaire ou filaire qui représente, dans 
sa forme la plus simple, un fil mince rectiligne de longueur ! parcouru 
par un courant J = J, cos wt. Déterminer l'intensité / de rayonne- 
ment « ondes longues » (lorsque la longueur d’onde émise est très 
grande devant la longueur de l’antenne) de cette antenne en prenant 
sa moyenne temporelle sur une période d'oscillation du courant. 

293. Sous l’action d'une force élastique, une particule de masse m 
et de charge e peut effectuer des oscillations harmoniques de fré- 
quence w, (système dit oscillateur). En tenant compte de la force de 
frattement de rayonnement, déterminer la moyenne temporelle sur 
une période T = 2x/w de l'intensité Z de rayonnement de l'oscilla- 
teur qui effectue des oscillations forcées établies dans un champ 
électrique extérieur d’intensité E = E, sin wt. 
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294. Un électron de masse m et de charge e passe à une grande 
distance ! d’un noyau dont la charge est Z |e |. À l'instant de temps 
infiniment éloigné { — —o, l’électron avait une vitesse égale en 
valeur absolue à v,. En négligeant la courbure de sa trajectoire, 
calculer l'énergie € perdue par l'électron pour le rayonnement 
dipolaire électrique au cours de son trajet. 

295. Une particule de masse m et de charge e passe à une grande 
distance / d’un dipôle électrique de moment d qui se trouve à l'état 
de repos en un certain point de l'espace. A l'infini, la particule était 
animée d’une vitesse v,. En admettant, de façon approchée, que la 
trajectoire est rectiligne, déterminer l'énergie totale € perdue par 
la particule pour le rayonnement dipolaire électrique en deux cas: 
a) le moment dipolaire d est parallèle à la vitesse initiale v, de la 
particule ; b) le moment dipolaire d est perpendiculaire à la vitesse 
initiale v, et se situe dans le plan de mouvement de la particule. 

296. Soit un atome excité au repos dont la charge totale et le 
moment électrique dipolaire sont nuls, alors que les composantes 
du tenseur de moment électrique quadrupolaire sont de la forme 
Dép = 0 pour a Æ $ et Di, = Does = —/,D. Un électron de masse 
m et de charge e passe dans le plan À Ÿ à une grande distance / de 
l'atome. À un instant de temps infiniment éloigné { — —0o, il avait 
une vitesse égale en valeur absolue à v,. En considérant que la tra- 
jectoire de l'électron est approximativement rectiligne et en négli- 
geant la polarisation de l'atome sous l'effet de l’électron passant, 
déterminer l’énergie totale 8 perdue par l'électron pour le rayonne- 
ment. 

297. Soient deux fragments du noyau de nombres de masse À, 
et À, et de charges Ze et Z.e obtenus par suite de la désintégration 
d'un noyau d'’atome. Dans le système du centre d'inertie, l'énergie 
cinétique totale des deux fragments à l'infini est égale à &€,. La 
masse du nucléon est m. Calculer l'énergie totale 8 du rayonnement 
dipolaire électrique dû à l'interaction coulombienne des fragments 
du noyau qui s’éloignent l’un de l’autre. Admettre que les fragments 
se meuvent suivant les lois de la mécanique classique et commencent 
leur mouvement à partir des points de l’espace où leur vitesse relative 
était nulle. 

298. Un proton de masse m et de charge e se déplace perpendicu- 
lairement à un champ magnétique uniforme d'intensité constante H. 
A l'instant initial {, — 0 son énergie cinétique était €,. Donner 
la loi de décroissance de l'énergie cinétique € du proton due au 
rayonnement dipolaire électrique. 

299. Soit une particule de masse m et de charge e effectuant dans 
un champ de potentiel extérieur une oscillation harmonique à une 
dimension avec une fréquence w. À l'instant initial {, — 0 son 
énergie totale était 6,. Sans recourir à l'expression explicite pour 
la force de frottement de rayonnement, donner la loi de décroissance, 
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prise en valeur moyenne entre les instants t et { + 2x/w, de l'énergie 
totale € de la particule par suite du rayonnement dipolaire électri- 
que. Admettre qu'à tout instant l'écart au régime d'oscillation 


harmonique est négligeable : LS < w6. Aussi, en prenant la moyen- 


ne, peut-on considérer comme constantes les fonctions lentement va- 
riables en fonction du temps. 

300. Dans le modèle classique de l'atome, proposé par Ruther- 
ford, un électron de masse e gravite sur une orbite circulaire autour 
d'un noyau fixe de charge Z |e |. Donner la loi de décroissance de 
l'énergie totale 6 de l'électron par suite du rayonnement dipolaire 
électrique. Calculer le temps f., au bout duquel l’électron tombera 
sur le noyau par suite de la perte d'énergie par le rayonnement 
dipolaire électrique. A l'instant initial {, = 0 l’électron se trouvait 
à une distance À du noyau. 

301. Le modèle de l’atome d'hydrogène proposé par J. J. Thom- 
son représente une sphère fixe de rayon À, uniformément chargée, 
dont la charge positive totale est | e |. A l'intérieur de cette sphère 
se déplace un électron ponctuel de masse m et de charge e. Quelle 
est la fréquence w de l’onde électromagnétique émise par un tel 
système? En supposant qu’à l'instant initial #4, — 0 l'électron était 
au repos à une distance À du centre de la sphère, donner la loi de 
décroissance, prise en valeur moyenne entre les instants { et & + 
+ 2x/w, de l'énergie totale € de l’électron due à la force de frotte- 
ment de rayonnement. En prenant la moyenne, considérer comme 
constantes les fonctions lentement variables dans le temps. 

302. Démontrer qu’un système fermé de particules chargées 
caractérisées par un même rapport de la charge à la masse n’émet 
aucun rayonnement dipolaire électrique. 

303. Soit un gaz électronique de densité V, soumis à l’action 
d’un champ magnétique extérieur d'intensité uniforme et constante H. 
La distribution des énergies cinétiques du mouvement de translation 
des électrons se décrit par une distribution de Maxwell et la distance 
moyenne entre les électrons est grande par rapport à la longueur de 
l'onde émise. Déterminer l'intensité Z de rayonnement par unité 
de volume du gaz électronique fdue au champ magnétique exté- 
rieur. 

304. Soient deux particules de même masse m fixées l'une à l’autre 
par une barre rigide de longueur / dont la masse peut être négligée. 
Les charges des particules sont égales en valeur absolue et de signes 
contraires. Les particules sont placées dans un champ électrique 
extérieur dont l'intensité E est constante, uniforme et est dirigée 
de la charge négative vers la charge positive. A l'instant initial 
to = 0, la barre était au repos et faisait avec le vecteur E un petit 
angle ÿ, € 1. Déterminer l'intensité Z de rayonnement dipolaire 
électrique du système de deux charges. 
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305. Soient deux dipôles identiques parallèles de moment d — 
— d, cos wt séparés par une distance a qui est égale, en ordre de 
grandeur, à la longueur de l'onde émise a = c/w —= x. Le vecteur 
constant d, est parallèle à la droite joignant les dipôles. Calculer 
la moyenne temporelle sur une période 7 = 2x/w de l'intensité 7 
de rayonnement du système de deux dipôles. Etudier le cas limite 
où a EX. 

306. Soit un système formé par un grand nombre de dipôles 
ponctuels parallèles, qui occupe un domaine de l’espace dont les 
dimensions linéaires sont négligeables par rapport aux longueurs 
principales des ondes émises. Les fréquences d'’oscillation des dipôles 
sont dispersées autour d’une certaine fréquence w de façon que le 
moment résultant des dipôles aux fréquences comprises dans l’inter- 
valle de w + e à w + e + de est égal à d,f (e) cos (w+e) td e, 
où le vecteur d, est constant et la fonction de répartition f (e) est 
de la forme f (£) = aix e-tTi, Les quantités T, et e satisfont aux 

y À 
inégalités N 5 &T, > 1 et —oo L e L co. Déterminer l'intensité 7 
de rayonnement du système prise en valeur moyenne entre les ins- 
tants { et { L 2x/w ainsi que l'énergie totale 6 de rayonnement 
dipolaire électrique pendant un temps infini —oo < { < co. 

307. Un électron de masse m et de charge e est animé d’un mouve- 
ment elliptique à l'intérieur d'un domaine sphérique uniformément 
rempli de charge positive de densité volumique p. A l'instant initial, 
l'électron se trouvait en un point de rayon vecteur r, et possédait 
une vitesse v,. Déterminer l'énergie € perdue par l’électron pour le 
rayonnement dipolaire électrique pendant une période de mouve- 
ment. 

308. Un électron de masse m et de charge e se déplace sur une 
orbite elliptique autour d'un noyau fixe de charge Z |e |. L'énergie 
totale et le moment cinétique de l’électron sont respectivement € 
et M. Déterininer l'énergie 6, perdue par l’électron pour le rayonne- 
ment dipolaire électrique pendant une période de mouve- 
ment. 

309. Une particule positivement chargée de masse m, passe 
avec un paramètre d'impact / près d’un noyau d’atome de masse 7, 
et de charge e.. La vitesse de la particule par rapport au noyau à une 
distance infiniment grande de celui-ci était v,. Déterminer l'énergie 
6 a perdue par la particule pour le rayonnement dipolaire électrique 
pendant tout le temps de passage près du noyau. 

310. Soit une particule de masse m et de charge e qui se déplace 
dans un champ de potentiel U = œ/r*, où «& est une constante positive. 
L'énergie totale et le moment cinétique de la particule sont respecti- 
vement € et M. Déterminer l'énergie €; perdue par la particule 
pour le rayonnement dipolaire électrique pendant un temps de 
mouvement infiniment grand de & = —oo à { —= oo. 
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311. Un flux de particules identiques de masse m et de charge e 
est diffusé par un champ de potentiel répulsif à symétrie sphérique 
U = U (r). La vitesse de chaque particule incidente à une distance 
infiniment grande du centre de force est égale à à Vo- Déterminer le 
rayonnement efficace 


= | A 2x dl, 
0 


où AË est l'énergie totale du rayonnement dipolaire électrique d’une 
particule passant avec un paramètre d'impact L. Représenter la 
quantité x sous forme d'intégrale double. 


$ 2. Rayonnement dipolaire magnétique. 
Rayonnement quadrupolaire électrique 


312. Un neutron possédant un moment magnétique intérieur pu 
pénètre dans un champ magnétique uniforme d'intensité constante H. 
Le moment cinétique intérieur M du neutron est lié au moment 
magnétique par la relation u — —$6M alors que l'angle entre les 
vecteurs u et H à l'entrée du neutron dans le champ était égal à 6,. 
Calculer l'intensité /Z de rayonnement. 

313. Une antenne en cadre la plus simple représente un cadre 
rectangulaire de côtés a et b parcouru par un courant filiforme J = 
— J, cos wt. Déterminer l'intensité 7 de rayonnement « ondes 
longues » de cette antenne, en prenant la valeur moyenne sur une 
période d'’oscillation du courant. 

314. Soit un fuseau mince fait en matériau ferromagnétique, 
ayant une longueur /!, une masse m, et un moment magnétique u, 
par unité de longueur. A l'instant initial le fuseau était au repos et 
faisait un petit angle 4, avec le sens d’un champ magnétique unifor- 
me extérieur d'intensité constante H. Déterminer l'intensité 7 de 
rayonnement dû à l'oscillation du fuseau aimanté. 

315. A quelle condition l'intensité de rayonnement dipolaire 
magnétique ne dépend-elle pas du choix de l’origine des coordonnées ? 

316. Un électron de masse m et de charge e se déplace dans un 
champ électrique extérieur, uniforme et constant, d'intensité E. 
Représenter l'intensité / de rayonnement dipolaire magnétique com- 
me fonction de la vitesse v de l’électron et de l’intensité du champ 
électrique. 

317. Soit une sphère de rayon À qui effectue des oscillations de 
torsion autour de son axe de symétrie avec une fréquence w,. L’angle 
de rotation maximal est 1o- La charge Q et la masse sont uniformé- 
ment réparties à l’intérieur du volume de la sphère. Déterminer la 
moyenne temporelle, sur une période d'oscillation, de l'intensité de 
rayonnement de la sphère. 
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318. Une sphère homogène de rayon À tourne autour de son 
diamètre avec une vitesse angulaire constante w. L'’axe de rotation 
fait un angle 6 avec le sens d’un champ magnétique extérieur d’inten- 
sité uniforme et constante H. La charge totale et la masse de la 
sphère sont Q et m. Calculer l'intensité 7 de rayonnement. 

319. Soit un anneau mince homogène de rayon À et de masse m, 
parcouru par un courant constant J. A l'instant initial l’anneau 
était au repos et son axe faisait un petit angle #, avec le sens d’un 
champ magnétique uniforme extérieur d'intensité constante H 
(bo € 1). Le courant J circule dans le sens des aiguilles d’une montre 
si l’on regarde dans le sens du vecteur H. Calculer l'intensité Z 
de rayonnement dü à l’oscillation de l'anneau. 

320. Un cadre mince rectangulaire de côté !, à l’état de repos, 
est le siège d'un courant excité J = J,e-%t*. Déterminer l'énergie 
totale € de rayonnement « ondes longues » pendant le temps —c < 
<< 00. 

321. Soient deux charges identiques e animées d'un mouvement 
plan. Leurs coordonnées polaires r,, 1, et r., 1 varient dans le temps 
suivant la loi 


nn =re = a, Yi =vb(), ÿ = 1 + Ÿ (1), 


où a est une constante positive et 1 ({) une fonction monotone compri- 
se dans les limites 0 & w# (£) < x. Déterminer l'intensité de rayonne- 
ment dipolaire magnétique de ce système. 

322. Le rayonnement dipolaire magnétique peut-il se produire 
dans les modèles de l'atome d'hydrogène proposés par Rutherford 
et J. J. Thomson (voir problèmes 300 et 301)? 

323. Démontrer qu'en l'absence de champ extérieur l'intensité 
de rayonnement dipolaire magnétique de deux particules chargées 
en interaction est nulle si l’origine des coordonnées est choisie au 
centre d'inertie de ces particules. 

324. Soit un système fermé comprenant un nombre fini de parti- 
cules ayant un même rapport de la charge à la masse. Démontrer 
qu’un tel système n’émet aucun rayonnement dipolaire magnétique. 

325. Soit un système de particules, ayant un même rapport de la 
charge à la masse égal à e/m, animé d’un mouvement fini dans un 
champ extérieur pourvu de symétrie sphérique et produit par une 
certaine particule au repos. L'espace considéré est soumis à l’action 
d'un champ magnétique uniforme constant de faible intensité H. 
Déterminer l'intensité E, du champ électrique, l'intensité H,, du 
champ magnétique du rayonnement dipolaire magnétique dans la 
zone d'onde ainsi que la fréquence des ondes émises. 

326. Soient deux moments magnétiques u, — My COS œ{ et M —= 
= po COS [(o + Aw)t + œ] dont la distance est petite devant les 
longueurs des ondes émises. Les fréquences d'oscillation satisfont 
à la condition Aow << &w et les grandeurs u, et & sont constantes. 
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Calculer l'intensité 7 de rayonnement de ce système, prise en valeur 
moyenne entre les instants £ et { + T, où T = 2x/w est la période 
des oscillations rapides. 

327. Soit un système de Ÿ moments magnétiques occupant un 
domaine de l’espace dont les dimensions linéaires sont négligeables 
par rapport aux longueurs des ondes émises. Les moments magnétiqu- 
es sont décrits par la formule u, — up, cos [(w + ne) t], où pu, est 
un vecteur constant et le nombre » prend les valeurs nr = 0, 1, 2, ... 

., N — 1. La dispersion des fréquences de l’oscillation est petite 
par rapport à la fréquence fondamentale: eN < oo. Déterminer 
l'intensité 7 de rayonnement du système en prenant sa valeur moyen- 
ne entre les instants £ et { + 2x/o. 

328. Soit un ensemble d’un grand nombre de petits contours 
fermés parcourus par un courant variable, qui constitue un système 
rayonnant dont les dimensions linéaires sont très petites par rapport 
aux longueurs principales des ondes émises. Les moments magnéti- 
ques des contours parcourus par le courant effectuent des oscillations 
harmoniques. Les fréquences de la majeure partie de ces dernières 
diffèrent peu d’une certaine fréquence w. Le moment magnétique 
résultant des contours parcourus par le courant sur des fréquences 
d’oscillations comprises dans l'intervalle de w + 8 à w + e + de 
est égal à du = of (e) cos (» + e) ide où , est un vecteur constant 
et la fonction f (e) = rer décrit la répartition des contours en 
fréquences d'oscillations harmoniques avec les conditions # > 
5 ot >» 1 et —o << EL co. Déterminer l'intensité 7 de rayonne- 
ment du système en prenant sa valeur moyenne entre les instants t 
et t +— 2x/w, calculer l’énergie totale € de rayonnement dipolaire 
magnétique pendant un temps infini —o < { < oo. 

329. Quelle est la condition pour que l’intensité de rayonnement 
quadrupolaire électrique soit indépendante du choix de l'origine des 
coordonnées ? 

330. Soit une petite boule de masse quelconque fixée à l’extrémité 
inférieure d’une tige non pesante de longueur 2! qui peut tourner 
librement autour de son point milieu fixe. Les extrémités opposées 
de la tige portent des charges ponctuelles de grandeur e. A l'instant 
initial, la tige était écartée d’un petit angle 1, de la position verticale 
et se trouvait à l’état de repos. Puis, elle effectue de petites oscilla- 
tions sous l'effet de la force de pesanteur subie par la boule. Détermi- 
ner la moyenne temporelle, sur une période d’oscillation, de l’inten- 
sité de rayonnement du système. 

331. Soient deux particules, caractérisées par un même rapport 
de la charge à la masse e,/m, = e.,/m., = e/m, liées entre elles par un 
ressort et effectuant des oscillations harmoniques en l’absence du 
champ de pesanteur. La longueur du ressort non chargé est / et son 
coefficient de rigidité est k. A l’instant initial, le ressort était tendu 
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jusqu’à une longueur /, et se trouvait au repos. Calculer l'intensité 7 
de rayonnement en prenant sa moyenne temporelle sur une période 
d'oscillation du ressort. Les actions réciproques des charges sont 
à négliger. 

332. Un noyau s'est désintégré en deux fragments de nombres de 
masse À, et 4, et de charges Ze et Z.e. Le rapport de la charge à la 
masse est le même pour les deux fragments Ze D Ze Le im 

Aim Agm Am ? 
est la masse du nucléon et Z et 4 sont des nombres. Sous l'action de 
la répulsion coulombienne, les fragments s'éloignent vers l'infini. 
Dans le système du centre d'inertie, l'énergie des deux fragments 
est €, et leurs vitesses avant la répulsion mutuelle étaient nulles. 
Déterminer l'énergie totale 6 de rayonnement produit par le mouve- 
ment des fragments. 

333. Un proton de masse m et de charge e se déplace dans une 
direction quelconque dans un champ électrique extérieur d'intensité 
constante et uniforme E. Représenter l'intensité Z de rayonnement 
quadrupolaire électrique en tant que fonction de la vitesse v du 
proton et de l'intensité du champ électrique extérieur. 

334. Soient deux particules identiques de masse m et de charge e. 
Elles tournent dans un champ magnétique avec une vitesse angulaire 
constante « suivant une circonférence, étant placées aux extrémités 
opposées du diamètre. A l'instant initial &, — 0, l'énergie cinétique 
des deux particules était 6,. Déterminer la loi de décroissance de 
l'énergie cinétique 6 des particules par suite du rayonnement. en 
supposant que les actions mutuelles des charges peuvent être négli- 
gées. La vitesse de décroissance de l'énergie cinétique des particules 


est très petite = & LE. 


335. Soient deux charges identiques de grandeur e tournant avec 
une vitesse angulaire constante w suivant une circonférence de ray- 
on À. Les rayons menés aux points d'emplacement des charges for- 
ment un angle +. Calculer la valeur de l'angle + pour laquelle l’inten- 
sité /;, de rayonnement électrique dipolaire du système de deux 
charges est égale à l’intensité 7, de son rayonnement quadrupolaire. 

336. Soit un dipôle ponctuel de moment d tournant avec une 
vitesse angulaire constante w suivant une circonférence de rayon À. 
Le vecteur d est constant en module et dirigé, à tout instant de 
temps, suivant le rayon de la circonférence. Déterminer l'intensité 7, 
de rayonnement dipolaire électrique, l’intensité 7, de rayonnement 
dipolaire magnétique et l’intensité 7, de rayonnement quadrupolaire 
électrique à l’approximation « ondes longues » R € i. = c/o. 

337. Deux dipôles ponctuels identiques et antiparalléles de 
moments d et —d tournent avec une vitesse angulaire constante w 
suivant une circonférence de rayon R, étant placés aux extrémités 
opposées du diamètre. Les moments des dipôles sont constants en 
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module et, à tout instant de temps, dirigés suivant la tangente à la 
circonférence. Déterminer l'intensité Z de rayonnement, en suppo- 


sant que R «+ . 


338. Deux dipôles ponctuels antiparallèles de moments d et —d, 
placés à une distance 2a l’un de l’autre, tournent avec une vitesse 
angulaire constante w dans des plans perpendiculaires à la droite 
commune sur laquelle ils sont situés. Déterminer l'intensité 7 de 
de d'un tel système à l'approximation « ondes longues » 
a € _— s 

339. Soient deux dipôles ponctuels antiparallèles dont la dis- 
tance 2a est bien inférieure à la longueur de l’onde émise a € à. — 
— cl/w. Le moment électrique dipolaire de l’un d'eux est d — 
— d, cos wf. Le vecteur constant d, est perpendiculaire à la droite 
joignant les dipôles. Comparer l'intensité Z, de rayonnement dipo- 
laire magnétique à celle 7, de rayonnement quadrupolaire électrique 
en prenant leurs moyennes temporelles sur une période 7 = 2x/ow. 

340. Soient deux dipôles élémentaires dont les moments dipolai- 
res sont dirigés suivant une même droite en sens opposés. Chaque 
dipôle représente un système de deux particules de masses m et de 
charges e et —e, qui sont liées entre elles par une force quasi élastique 
et oscillent avec une fréquence w. La distance 2a entre les dipôles 
est considérablement inférieure à la longueur de l’onde émise. Déter- 
miner la loi de décroissance de l'énergie & des dipôles, en prenant 
sa valeur moyenne entre les instants t et { + 21x/w, si leur énergie 
à l'instant initial {, — 0 était &.. 

341. Soit une sphère chargée en volume avec une symétrie sphéri- 
que et animée d'un mouvement oscillant tel que la densité volumique 
de charge varie dans le temps suivant une loi p = p(r, t}), r étant 
la distance au centre de la sphère. Cette sphère émettra-t-elle un 
rayonnement ? 

342. Une charge Q est uniformément répartie à l’intérieur d’une 
goutte dont la surface effectue des oscillations harmoniques autour 
de la position d'équilibre suivant une loi r = r, (1 + e cos 8 cos wt), 
où r est la distance du centre de la goutte au point sur sa surface, 
6 l'angle polaire d’un système de coordonnées sphériques et les 
grandeurs r,, & et & sont constantes (e € 1). En gardant les termes 
de degré le moins élevé en paramètre e, déterminer l'intensité 7 de 
rayonnement. 

343. Soit un disque d'épaisseur négligeable de rayon À, unifor- 
mément chargé et tournant autour de son diamètre avec une vitesse 
angulaire constante w. La charge totale du disque est Q. Calculer 
l'intensité / de rayonnement. 

344. Soit un anneau d'épaisseur négligeable et de rayon R, 
uniformément chargé avec une densité linéique q. L’axe de l'anneau 
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subit une précession avec une vitesse angulaire constante & autour 
d'un autre axe passant par le centre de l'anneau sous un angle 6 
par rapport à son propre axe (fig. 4). Calculer l'intensité 7 de rayon- 
nement. 

345. Soit une barre d'épaisseur négligeable et de longueur 2/ 
portant une charge Q uniformément répartie. La barre tourne dans 
un plan avec une vitesse angulaire constante w autour de son point 
central. Calculer l'intensité 7 de rayonnement. 

346. Un ellipsoide de révolution de demi-axes a et b, uniformé- 
ment chargé en volume. oscille dans le plan YZ autour de son centre 


Fig. 4 


de façon que l'angle entre son axe de symétrie et l’axe des Z varie 
suivant une loi harmonique 8 = 6, cos wt où 8, € 1. La charge 
totale de l’ellipsoïde est Q et son demi-axe b se confond avec son axe 
de symétrie. En gardant les termes de degré le moins élevé en angle 6, 
calculer l'intensité Z, de rayonnement dipolaire magnétique et l’in- 
tensité 7, de rayonnement quadrupolaire électrique.' 

347. Soit un disque d'épaisseur négligeable de forme elliptique 
de demi-axes a et b, uniformément chargé avec une densité superfi- 
cielle o. La forme du disque varie au cours du temps, tout en restant 
plane et ne présentant qu’un petit écart par rapport à un cercle de 

N A à a—b ; : ; 
rayon À. Le paramètre de déformation 77 varie suivant une loi 
— — f cos wt où Bet w sont des constantes (B € 1). La surface 


du disque est égale à celle d’un cercle de rayon À, elle ne varie pas 
lors de la déformation si on ne tient pas compte des termes quadrati- 
ques en petit paramètre ff. En conservant les termes de degré le 
moins élevé en paramètre f, déterminer l'intensité / de rayonnement 
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quadrupolaire électrique, en prenant sa moyenne temporelle sur 
une période 7? = 2x/w. 

348. Soit un parallélépipède rectangle d’arêtes a, a et b unifor- 
mément chargé avec une densité volumique p. Au cours du temps, 
ce parallélépipède se déforme de façon que sa surface subit de petites 


oscillations harmoniques autour de la surface d’un cube d’arète a,. 
b 


Le paramètre de déformation > varie suivant une loi y — 
= f cos ot où BP et w sont des constantes (B € 1). Le volume du 
parallélépipède reste tout le temps constant et égal au volume d’un 
cube d’arête a,, si l’on néglige les termes quadratiques en petit 
paramètre f. Calculer l'intensité 7 de rayonnement quadrupolaire 
électrique en prenant sa moyenne temporelle sur une période T = 
= 21/0. 

349. Des charges e; (i = 1, 2, ..., N) se déplacent avec des 
vitesses v, dans une région limitée de l’espace. Déterminer les cor- 


rections d'ordre F <& 1 à apporter au potentiel vecteur et à l’inten- 


sité de champ magnétique dans la zone d'onde. En se servant du 
résultat obtenu, calculer les corrections du même ordre de grandeur 
à apporter à l'intensité de rayonnement dipolaire électrique en 
mettant la formule sous la forme 


od2 


Dig 
T3 +# = in 180c* + Ai, 


où d et um sont les moments dipolaires électrique et magnetique, 
D, 9 est le tenseur de moment électrique quadrupolaire des charges 
en mouvement et la grandeur AI est à déterminer. En exprimant 
l'intensité de rayonnement d'un système de charges animées d’un 
mouvement lent, on néglige généralement le terme AZ bien qu'il 
puisse être de l’ordre de grandeur des intensités de rayonnements 
dipolaire magnétique et quadrupolaire électrique. 

350. L'intensité E du champ électrique entre les armatures d'un 
condensateur est uniforme et constante. Une particule de masse m 
et de charge e se déplace à l’intérieur de ce condensateur, parallèle- 
ment au champ E, avec une vitesse non relativiste v. En se servant 
du résultat du problème précédent, déterminer l'intensité de rayon- 
nement aux petits termes d'ordre v*/c*° près. 


$ 3. Décomposition spectrale du rayonnement 


351. Un électron de masse m et de charge e était au repos avant 
l'instant initial {, — 0 et se déplace pour t >> 0 sous l'action d'un 
champ électrique d'intensité E = E,e-%t cos wot. Calculer l'énergie 
dé. émise par cet électron sur des fréquences de w à w + do. 
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352. Soit un troncon de droite de longueur ! parcouru par un 
courant filiforme J = Je”! sin w,t où les grandeurs constantes 
satisfont aux inégalités ol & c et wi & c. À des instants t{ < O0, 
le courant était nul. Calculer l'énergie émise sur des fréquences de w 
à © + do. 

353. Soit une sphère en position fixe, uniformément chargée 
avec une densité de charge positive p. À des instants de temps t < 0, 
un électron de masse m et de charge e se trouvait au repos à l’intérieur 
de cette sphère à une distance a de son centre. A des instants suivants 
t > 0, l’électron se déplace sous l'action du champ électrique de la 
sphère. En tenant compte de la force de frottement de rayonnement, 
déterminer l'énergie d6,, de rayonnement dipolaire électrique dans 
l'intervalle de fréquence de w à w + du. 

354. Soit un oscillateur représentant une particule de masse m 
et de charge e, qui effectue des oscillations harmoniques de fréquence 
6, sous l’action d’une force élastique extérieure. À partir de l'instant 
lo = 0, l’oscillateur, primitivement au repos, subit l’action d’un 
champ électrique extérieur d'intensité E = E (ft) décrite par unc 
fonction continue qui s’annule au bout d'un intervalle de temps fini. 
En tenant compte de la force de frottement de rayonnement, calculer 
l'énergie d&,, de rayonnement dipolaire électrique de l’oscillateur 
dans l'intervalle de fréquence de w à © - do. 

355. Une particule de masse m et de charge e est suspendue par 
un fil rigide non pesant et effectue des oscillations de petite amplitu- 
de à la fréquence w, dans le champ gravifique. En tenant compte de 
la force de frottement de rayonnement, déterminer la largeur Aw 
de la raie spectrale de rayonnement. 

356. Un appareil de mesure placé dans la zone d'onde à une grande 
distance du radiateur a enregistré à des instants { < O0 un champ 
électrique d'intensité E = E,e”tt cos w,t où les grandeurs constantes & 
et w, vérifient l'inégalité &« € &w,. Déterminer la largeur Aw de la 
raie spectrale de rayonnement qui a traversé l'appareil de mesure. 

357. L'ensemble d’atomes d'impureté excités d'un cristal a émis 
une impulsion électromagnétique qui se propage dans l’espace libre 
sous forme d’une onde plane 

nr 


EE Tl!- C [cos wo (+—2"), 


où les vecteurs E, et n de même que les grandeurs w, et + sont cons- 
tantes. La fréquence porteuse w, de l'impulsion et le temps de relaxa- 
tion + du cristal sont liés par la condition w,t > 1. Déterminer la 
largeur de la raie spectrale de rayonnement. 
358. L'intensité de champ électrique d’une émission cohérente 
spontanée des atomes d'un gaz a la forme 
{ nr \2 


E—Ese 7%  ‘ cos wg (t—=), 
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où &, est la fréquence de la transition atomique de résonance, T,, 
le temps de relaxation de Doppler (w,To > 1), n, le vecteur unité 
de la direction de propagation de l'onde et E,, un vecteur constant. 
Déterminer la largeur A de la raie spectrale de rayonnement. 

399. Soit une particule de masse m et de charge positive e à 
l'état de repos avant l'instant initial. A des instants suivants, elle 
se déplace sous l’action d'un champ électrique uniforme et constant 
d'intensité E. Déterminer l'énergie d£,, émise dans l'intervalle de 
fréquence de © à w + do si la particule a parcouru une distance 
dans la région où règne ce champ. 

360. Un électron de masse m et de charge e pénètre dans un demi- 
espace où règne un champ électrique uniforme et constant d’intensi- 
té E. À l'entrée dans le demi-espace, le sens de la vitesse v, de 
l'électron fait un angle aigu « avec le vecteur E. Déterminer l'énergie 
dé, émise dans l'intervalle de fréquence de © à w + dw pendant 
tout le temps de mouvement de la particule dans ce champ électrique 
extérieur. 

361. Un proton de masse m et de charge e passe avec un grand 
paramètre d'impact ! près d’un noyau immobile possédant une char- 
ge Ze. La valeur de / étant grande, l'angle de diffusion est petit. 
La vitesse du proton avant l’interaction avec le noyau était égale en 
valeur absolue à v,. Déterminer le nombre dW,, de quanta mous émis 
par le proton dans l'intervalle de fréquence de w à © + do où © & 


< = . L'énergie d’un quantum est ño. 


362. Soient deux particules de masses m, et m., et de charges de 
même nom e, et e., qui se déplacent suivant une droite, de l'infini 
à la rencontre l’une de l'autre. Lorsque la distance relative des 
particules devient égale à !/, elles s'arrêtent et recommencent le 
mouvement dans le sens opposé pour s’en aller à l'infini. Déterminer 
l'énergie dé,, de rayonnement dipolaire électrique dans l'intervalle 
de fréquence de © à w + dw. Etudier l'expression obtenue dans le 
domaine des fréquences faibles et dans celui des fréquences élevées. 

363. A l'instant initial {, — 0, deux particules de masses m, 
et m. et de charges de même nome, et e, étaient au repos à une distan- 
ce L l’une de l’autre. Puis, sous l’effet de l'interaction coulombienne, 
elles se repoussent et s’éloignent à une distance infiniment grande. 
Déterminer l'énergie d&,, de rayonnement dipolaire électrique dans 
l'intervalle de fréquence de w à © + dw. Etudier l'expression obte- 
nue dans le domaine des fréquences faibles et dans celui des fréquen- 
ces élevées. Comparer avec les formules analogues obtenues dans le 
problème précédent. 

364. L'énergie d'interaction de deux particules chargées est 
une fonction arbitraire de leur distance et provoque leur répulsion 
mutuelle. Considérer deux cas de mouvement : a) les particules se 
rapprochent suivant une droite et, après l’arrêt, s'éloignent à une 
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distance infiniment grande, en se déplaçant dans des sens opposés ; 
b) après l'arrêt, les particules restent immobiles (ou, au contraire, 
à partir d’un certain instant, les particules primitivement au repos 
s'éloignent l’une de l’autre et s’en vont à l'infini). Démontrer que 
les décompositions spectrales du rayonnement dipolaire électrique 
dans ces deux cas 


dé“ = 2 | d'(0) |?do, dé = + | d’ (0) [do 


s'expriment par une seule et même fonction complexe f (w) à l’aide 
des relations 


d'(w) = 12Re/f(w), d’(w) = 1j (w), 


où 1 est un vecteur unité constant et parallèle à la trajectoire rec- 
tiligne. De plus, la fonction f (w) satisfait à la condition 


O0 (se) 


2 | (Ref (6) do= | | f(w) 1° du, 
(L (1) 
alors que les énergies totales de rayonnement dipolaire électrique 
diffèrent de deux fois € — 2£?. 

365. Un moment dipolaire d est constant en sens mais varie en 
module au cours du temps suivant une loi périodique de période 
T = 2x/w,. Représenter la moyenne temporelle prise sur une pe- 
riode 7 de l'intensité 7 de rayonnement par une somme des rayonne- 
ments sur des harmoniques dont les fréquences sont des multiples 
entiers de la fréquence fondamentale 0. 

366. Soit un domaine suffisamment petit de l'espace parcouru 
par des courants, dont le moment magnétique varie au cours du 
temps suivant une loi u — u,e-t*T*, où pu, est un vecteur constant 
et 7 une constante. Déterminer l'énergie d£, émise dans l'intervalle 
de fréquences de w à w + dw pendant un temps infini de { = — 
à { — oo. 

367. Soit un cadre fixe d'épaisseur négligeable parcouru pen- 
dant un intervalle de temps indéfini —o < { < © par un courant 
filiforme J — do a où J, et T sont des constantes. La sur- 
face du cadre est S et ses dimensions linéaires sont petites par rap- 
port à la quantité ct où c est la vitesse de la lumière dans le vide. 
Déterminer l'énergie dé, émise dans l'intervalle de fréquence de 
© à œ + do. 

368. Soient deux dipôles ponctuels identiques antiparalleles, 
placés sur une même droite à la distance 2a l’un de l'autre. À partir 
de l'instant {, — 0, ils effectuent des oscillations harmoniques 
amorties. Le moment de l’un des dipôles est d — de” cos wif, 
où y € w, et le vecteur d, est porté par la droite joignant les dipô- 
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les. La distance entre les dipôles est petite par rapport aux longueurs 
principales des ondes émises. Déterminer l'énergie d£,, émise sur 
les fréquences comprises dans l'intervalle de © à © + do. 

369. Résoudre le problème précédent dans l'hypothèse où le vec- 
teur d, est perpendiculaire à la droite joignant les dipôles ponctuels. 

370. Deux noyaux de nombres de masse À, et À, et de charges 
Ze et Z.e se déplacent suivant une même droite de l'infini l'un vers 
l'autre. Dans le système du centre d'inertie, avant l'interaction 
l'énergie cinétique totale des deux noyaux était égale à &€,. Après 
l'arrèt, ils s’en vont de nouveau à l'infini. Le rapport de la charge 


à la masse est le même pour les deux noyaux == = = — -— 
1 


m étant la masse du nucléon et Z et À certains nombres. Déterminer 
l'énergie d&,, de rayonnement émise dans l'intervalle de fréquence 
de « à w + dw. Etudier les cas limites des fréquences faibles et 
élevées. 

371. Un noyau se désintègre en deux fragments de nombres de 
masse À, et À. et de charges Ze et Z.e. Ces fragments se caractérisent 

le mê t de la charge à la masse 21 — 22° _ 2° » 
par le même rappor g De dure 
étant la masse du nucléon, et Z et À certains nombres. Sous l'effet 
de l'interaction coulombienne, les fragments s'’éloignent ensuite 
l’un de l’autre à une distance infiniment grande, possédant une 
énergie totale &,. Avant le commencement du mouvement leurs 
vitesses étaient nulles. Déterminer l'énergie d&, émise dans l'in- 
tervalle de fréquence de & à © + dw au cours du mouvement des 
fragments. Etudier les cas limites des fréquences faibles et élevées. 
Comparer les résultats obtenus avec des formules analogues du pro- 
blème précédent. 

372. Soient deux particules chargées ayant le même rapport de 
la charge à la masse. L'énergie d'interaction de ces particules est 
une fonction arbitraire de la distance qui les sépare et conduit à leur 
répulsion mutuelle. Considérer les cas de mouvement suivants: 
a) les particules se rapprochent suivant une droite et, après l'arrêt, 
s'éloignent de nouveau à une distance infiniment grande, se dépla- 
çant dans les sens inverses; b) après l'arrêt, les particules restent 
immobiles (ou, au contraire, les particules immobiles vont depuis 
un certain instant vers l'infini en se déplaçant dans des sens opposés). 
Démontrer que les décompositions spectrales du rayonnement qua- 
drupolaire électrique dans les cas indiqués 
a _ | Das(o) |? > _ | Des () [° 

dÉb = —jgumes -d0, dés do 
s'expriment par une seule et même fonction complexe f, 8 (w) à l’aide 
des relations 


Dig (w) = 2 Im fus (w), Dès (&) = fas (w). 
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La fonction fas(w) satisfait à la condition 


2 | (Im fus (w)}? do = | | fs (&) [2 do, 
0 U 


alors que les énergies totales du rayonnement quadrupolaire élec- 
trique diffèrent de deux fois €“ == 26°. 

373. Une particule de charge e tombe avec un paramètre d'im- 
pact / sur la surface latérale d’un cône parfaitement élastique de 
hauteur À et de rayon R à la base (R > l). La vitesse initiale de la 
particule est parallèle à l'axe du cône. Déterminer l'énergie dé,, 
de rayonnement dipolaire émise sur les fréquences allant de © à 
© + do. 

374. Un flux uniforme de particules de charge e tombe avec 
une vitesse v sur une sphère parfaitement élastique de rayon À. 
Calculer le rayonnement efficace dx, dans l'intervalle de fréquence 
de © à © + dw. La grandeur dx, est définie par la formule 


OC 


dr = | dE 2nl dl, 


où d£,, est l'énergie de rayonnement dipolaire électrique dans 
l'intervalle de fréquence do de la particule qui passe avec le para- 
mètre d'impact L/. 


$ 4. Répartition angulaire du rayonnement 


375. Une particule de masse m et de charge e se déplace per- 
pendiculairement à un champ magnétique uniforme et constant 
d'intensité H,. La vitesse de la particule est égale en valeur abso- 
lue à v. Calculer l'intensité d/ de rayonnement dipolaire électrique 
dans l'angle solide dQ en prenant sa moyenne temporelle sur une 
période de mouvement de la particule. 

376. Soit un cadre rectangulaire parcouru par un courant fili- 
forme constant J et tournant autour de sa diagonale avec une vitesse 
angulaire constante w. La surface du cadre est S et ses dimensions 
linéaires sont petites par rapport à la longueur de l’onde émise. 
Calculer l'intensité d/ de rayonnement dans l’angle solide dQ en 
prenant sa moyenne temporelle sur une période de rotation du cadre. 

377. Un proton de masse m et de charge e quitte un noyau immo- 
bile dont le rayon est R et la charge restante Ze. A la sortie du noyau, 
la vitesse du proton est nulle. Déterminer la répartition angulaire 
de l’énergie totale d£, du rayonnement dipolaire électrique dü à l'in- 
teraction coulombienne entre le proton et le noyau. 

378. Soit un cylindre de rayon R et de hauteur À contenant une 
charge Q uniformément répartie à l'intérieur de son volume. La 


104 PROBLÈMES 


surface du cylindre subit des oscillations harmoniques de faible 
amplitude autour de la position d'équilibre déterminée par un 
rayon À, et une hauteur À, = R,. Le paramètre de déformation 
+ varie dans le temps suivant une loi RSA — € COS of où 
eg et « sont des constantes (e € 1). Le volume du cylindre reste 
tout le temps constant et égal à x A‘ si l’on ne tient pas compte des 
termes quadratiques en petit paramètre &. Calculer l'intensité d/ 
de rayonnement quadrupolaire électrique dans l’angle solide dQ 
en prenant sa moyenne temporelle sur une période T = 2x/o. 

379. Un cylindre de rayon À et de hauteur À uniformément 
chargé, tourne avec une vitesse angulaire constante w autour d’un 
axe passant par son point milieu perpendiculairement à son axe 
de symétrie. La charge totale du cylindre est Q. Déterminer l'in- 
tensité dI de rayonnement dans l’angle solide dQ, en prenant sa 
moyenne temporelle sur une période de rotation. 

380. Soit un quadrupôle représenté par un système de quatre 
charges placées aux sommets d'un carré de côté /. Le signe de la 
charge e s’inverse lorsqu'on passe d’un sommet au sommet voisin. 
En supposant que le quadrupôle tourne dans le plan XŸ autour 
de son centre avec une vitesse angulaire constante w, déterminer 
la répartition angulaire de l'intensité d] de rayonnement, en pre- 
nant sa moyenne temporelle sur une période de rotation. 

381. En se déplaçant parallèlement à l’axe des Z, une particule 
chargée tombe, avec un paramètre d'impact /, sur une sphère par- 
faitement élastique de rayon À (R >> 1). L'origine des coordonnées 
est au centre de la sphère, alors que la trajectoire de la particule 
portant une charge e se situe dans le plan XZ. Calculer l'énergie 
d£€rs émise dans l'angle solide dQ aux fréquences comprises dans 
l'intervalle de «© à w + do. 

382. Le moment quadrupolaire D d’un corps de révolution varie 
dans le temps suivant une loi D = D,e-{T)* où D, et T sont des cons- 
tantes. Calculer l'énergie d£,, émise dans l’angle solide dQ dans 
l'intervalle de fréquence de & à w + do pendant un temps infini 
de { — —oo à { — co. 

383. La désintégration d’un noyau immobile de rayon À émet 
une particule alpha de vitesse nulle. La charge de la particule alpha 
est Q et son rayon est négligeable par rapport à À. Sous l’action de la 
répulsion coulombienne, la particule alpha s’en va à l'infini. Déter- 
miner la répartition angulaire d&, de l'énergie totale du rayonne- 


ment compte tenu du petit terme d'ordre — 1, v étant la vitesse 


de la particule alpha à l'infini. 

384. Une particule de masse m et de charge e parcourt une dis- 
tance / dans un champ électrique uniforme et continu d'intensité E. 
La vitesse v, de la particule à l'entrée dans ce champ extérieur était 
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parallèle au vecteur E. Déterminer la répartition angulaire d&, de 
l'énergie totale du rayonnement compte tenu du petit terme d'ordre 
v/c, v étant la vitesse de la particule à la sortie du champ ex- 
térieur. 

385. Un proton de masse m et de charge e, primitivement au repos, 
est repoussé par un champ électrique uniforme et constant d inten- 
sité E, après qu'il a parcouru dans ce champ une distance /. La vi- 
tesse v du proton à la sortie du champ extérieur est beaucoup plus 
petite que la vitesse de la lumière. Déterminer l'énergie dé,., 
émise par le proton dans l’angle solide dQ sur les fréquences com- 
prises dans l'intervalle de © à w + dw compte tenu du petit terme 
d'ordre v/c. 

386. Soient deux dipôles ponctuels identiques et antiparalleles 
situés sur l’axe des X à une même distance «a de l’origine des coor- 
données et variables dans le temps suivant une loi harmonique. Au 
point de coordonnée positive, le moment électrique dipolaire est 
parallèle à l’axe des ŸY et égal à d — d, cos wt. La distance entre les 
dipôles est petite par rapport à la longueur de l'onde émise a € 7. — 
— clw. Calculer l’intensité d7 de rayonnement dans l'angle solide 
dQ en prenant sa moyenne temporelle sur une période d'oscillation 
des dipôles. 

387. Deux dipôles électriques antiparallèles de moments cons- 
tants d et —d sont situés aux extrémités opposées du diamètre 
et tournent dans le plan XŸ suivant une circonférence de rayon À 
avec une vitesse angulaire constante w. L'origine des coordonnées 
est au centre de la circonférence et l'axe des Z est parallèle au vec- 
teur d. Déterminer à l’approximation des ondes longues la réparti- 
tion angulaire de l'intensité d7 de rayonnement en prenant sa moyen- 
ne temporelle sur une période de rotation. 

388. Deux dipôles électriques antiparallèles de moments d 
et —d situés sur l’axe des Z à une même distance a de l'origine des 
coordonnées tournent avec une vitesse angulaire constante w dans 
des plans perpendiculaires à l'axe des Z. Déterminer à l’approxi- 
mation des ondes longues la répartition angulaire de l'intensité d/ 
de rayonnement en prenant sa moyenne temporelle sur une période 
de rotation. 

389. N dipôles ponctuels parallèles de moments d = d, cos wt 
sont disposés sur une même droite et à une même distance a l’un 
de l’autre. Le vecteur constant d, est orienté de façon quelconque 
par rapport au vecteur a joignant deux dipôles consécutifs. La dis- 
tance entre les dipôles est de l’ordre de grandeur de la longueur de 


l'onde émise a — <— . En considérant le champ électromagnétique 
à grande distance du système, déterminer l'intensité d/ de rayonne- 


ment dans l'angle solide dQ, en prenant sa moyenne temporelle sur 
une période T = 2x/«. 
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390. Cinq dipôles ponctuels identiques de moments d — 
— d, cos wt sont disposés comme il est indiqué sur les figures 5 et 6. 
Le vecteur d, est constant et la distance entre deux dipôles consécu- 
tifs est égale à la longueur de l'onde émise c/w. Déterminer dans les 


Z 


Fig. 5 Fig. 6 


deux cas indiqués l'intensité d7 de rayonnement dans l’angle solide 
dQ. en prenant sa moyenne temporelle sur une période T = 2x/w. 
Indiquer les directions de rayonnement maximal. 


S 5. Polarisation des ondes émises 


391. Une charge positive e tourne sur une circonférence de rayon 
R avec une vitesse angulaire constante w. Déterminer la polarisa- 
tion des ondes de rayonnement dipolaire électrique. 

392. Un moment magnétique tourne dans un seul et même plan 
avec une vitesse angulaire constante. Déterminer la polarisation 
des ondes émises. 

393. Un électron de masse m et de charge e se déplace perpendi- 
culairement à un champ magnétique uniforme et constant d'inten- 
sité H,. La vitesse de l’électron est égale, en valeur absolue, à v&. 
Déterminer la polarisation des ondes de rayonnement quadrupolaire 
électrique. 

394. Un électron est soumis au champ électromagnétique d’une 
onde monochromatique polarisée rectilignement. Déterminer la 
polarisation des ondes de rayonnement dipolaire électrique cohé- 
rent de l’électron. 

395. Un cadre d'épaisseur négligeable, parcouru par un cou- 
rant filiforme, a la forme d’une circonférence dont le plan garde une 
position fixe dans l’espace et le rayon augmente avec le temps. 
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Déterminer la polarisation des ondes électromagnétiques émises. 

396. Soient deux particules identiques chargées qui se déplacent 
dans l’espace libre suivant une droite, en se repoussant. Déterminer 
la fpolarisation des ondes émises. 

397. Soit un ellipsoïde de révolution de demi-axes a et b, chargé 
uniformément avec une densité volumique p, dont la surface subit 
des oscillations harmoniques de faible amplitude autour de la sur- 
face d’une sphère de rayon RÀ. Le paramètre de déformation — 
— —= f cos wf, où B € 1 et le demi-axe b 


se confond avec l’axe de symétrie axiale de l’ellipsoide. Le volume 
de l’ellipsoïide reste tout le temps constant et égal au volume de la 
sphère de rayon À, si l’on néglige les termes quadratiques en petit 
paramètre f. Déterminer la répartition angulaire de l'intensité d7 
de rayonnement, l'intensité totale Z/ de rayonnement dans toutes 
les directions, en prenant la moyenne temporelle sur une période 
d’oscillation ; déterminer la polarisation des ondes émises. Ce pro- 
blème décrit un modèle du rayonnement lors des transitions entre 
les niveaux énergétiques vibrationnels du noyau. 

398. Soit un ellipsoïde de révolution de demi-axes a et b con- 
tenant une charge totale Q uniformément répartie à l’intérieur du 


varie suivant une loi 


volume qu'il limite. Cet ellipsoide tourne avec une vitesse angulaire 
constante & autour de son demi-axe a qui n’est pas son axe de symé- 
trie axiale (fig. 7). Calculer la répartition angulaire de l'intensité d7 
de rayonnement et l’intensité totale 7 de rayonnement dans toutes 
les directions en prenant la moyenne temporelle sur une période de 
rotation ; déterminer la polarisation des ondes émises. Ce problème 
décrit un modèle du rayonnement lors des transitions entre les 
niveaux énergétiques rotationnels du noyau. 


108 PROBLÈMES 


$ 6. Diffusion des ondes électromagnétiques 


399. Une onde plane polarisée rectilignement tombe sur un 
électron libre de masse m et de charge e. Représenter la section 
différentielle do de diffusion de l’onde dans un angle solide dQ en 
fonction des angles de diffusion. Quelle est la valeur de la section 
efficace totale o de diffusion ? 

400. Résoudre le problème précédent en supposant que l’onde 
plane n'est pas polarisée. 

401. Une onde polarisée circulairement E — Æ, (1, cos (ut — 
— kz) + 1, sin (ot — kz)] tombe sur un électron libre de masse m 
et de charge e. Calculer l'intensité d7 de rayonnement diffus dans 
un angle solide dQ, en prenant sa moyenne temporelle sur une période 
T = 2x/w. Quelle est la valeur de la section efficace totale o de 
diffusion de l'onde ? 

402. Dans le modèle de l'atome d'hydrogène proposé par 
J. J. Thomson, un électron de masse m et de charge e est animé d’un 
mouvement oscillant à l’intérieur d’une sphère immobile positive 
de rayon À uniformément chargée. Calculer la section efficace diffé- 
rentielle do et la section efficace totale © de diffusion d’une onde 
polarisée circulairement sur un tel atome. La fréquence «w de l'onde 
incidente est différente de la fréquence atomique et sa longueur 
est grande par rapport au diamètre de la sphère. 

403. En tenant compte de la force de frottement de rayonnement, 
calculer la section efficace différentielle do et la section efficace 
totale © de diffusion d’une onde plane polarisée rectilignement sur 
l’atome d'hydrogène décrit par le modèle de Thomson (voir le pro- 
blème précédent). La fréquence w de l’onde incidente peut coïncider 
avec la fréquence atomique et sa longueur est grande par rapport au 
diamètre de l’atome. 

404. Un électron de masse m et de charge e est animé d’un mouve- 
ment oscillant à l’intérieur d’un cylindre uniformément chargé avec 
une densité volumique p. En tenant compte de la force de frottement 
de rayonnement, calculer la section efficace différentielle do et la 
section efficace totale © de diffusion d’une onde plane polarisée 
rectilignement sur cet électron. La longueur de l’onde incidente est 
grande par rapport au diamètre du cylindre et le vecteur polarisa- 
tion est perpendiculaire à l’axe du cylindre. 

405. Déterminer la section efficace différentielle do et la section 
efficace totale © de diffusion d’une onde plane polarisée elliptique- 
ment 


E = 1,b, cos (ot — kz + &) + 1,6, sin (of — kz + @) 
sur un électron libre de masse m et de charge e. 


406. Déterminer la section efficace totale o de diffusion d’une 
onde plane monochromatique polarisée rectilignement H — 
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— H, cos (ot — kr + &) sur un neutron libre dont le moment 
magnétique u et le moment cinétique M sont liés par la relation 
u = —PM. La fréquence ff}, de précession du moment magnétique 
est petite par rapport à la fréquence w de l'onde incidente. 

407. Un atome de polarisabilité f se trouve au repos dans le 
champ électromagnétique d’une onde polarisée elliptiquement 
E = 1,b, cos (of — kz + à) + 1,b, sin (ot — kz + a). La longueur 
de cette onde électromagnétique est grande par rapport à la dimen- 
sion linéaire de l'atome si bien que celui-ci acquiert dans le champ 
électrique extérieur un moment électrique dipolaire d — BE. Déter- 
miner la section efficace différentielle do et la section efficace totale 
os de diffusion de l'onde électromagnétique sur cet atome. 

&08. Soit un atome dont le moment d'inertie par rapport à un 
axe quelconque passant par le centre de gravité est égal à J et le 
moment électrique dipolaire d a une orientation équiprobable dans 
l'espace. Déterminer la section efficace totale de diffusion, sur cet 
atome, d'une onde plane polarisée rectilignement E = E, cos (wt — 
— kr) en prenant sa valeur moyenne sur la direction du vecteur d. 
Pour simplifier les formules, supposer que la fréquence de rotation Q 
du vecteur d est négligeable par rapport à la fréquence caractéristi- 


que égale à V dE,/J. 


$ 7. Rayonnement des sources étendues 


409. Soit un volume fini en contact avec le vide et parcouru par 
un courant avec une densité volumique j. Dans l'intervalle de 4, 
à t:, la densité volumique de ce courant varie avec le temps et est 
nulle ou constante partout en dehors de cet intervalle. Les instants 
t, et {, sont arbitraires et, en particulier il est possible que f, — oo 
et {: —+ oo. Démontrer que dans la zone d'onde où les intensités 
E (r, t) du champ électrique et H (r, {) du champ magnétique dé- 
croissent en module inversement proportionnellement à la distance 
du courant donné, elles satisfont aux égalités 


( El(r,t)dt=0, f H (r,t)dt=0. 


410. Un tronçon [—/, !] d'axe des Z est parcouru par un courant 
filiforme 


J = J, cos kz sin wt, 


où wo —= kc, k = (2m + 1) x/21, m est un entier positif et c la vitesse 
de la lumière dans le vide. Calculer l'intensité d7 de rayonnement 
dans un angle solide dQ, en prenant sa moyenne temporelle sur une 
période T = 2x/w. Le problème considéré fournit un exemple de 
rayonnement d'une antenne filaire. 
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411. On appelle résistance de rayonnement d’une antenne filaire 
la grandeur À — 2//J? où 7 est la moyenne temporelle, sur une 
période T = 2x/w, de l'intensité de rayonnement du courant fili- 
forme J = J, cos kz sin wt parcourant cette antenne. En se servant 
des résultats du problème précédent, représenter la résistance de 
rayonnement de l'antenne sous la forme 


(2m+1)27 


C PA 
0 


412. Une antenne filaire, confondue avec l'axe des Z, est par- 
courue par une onde de courant J = J (t — z/c). où |z | << /. c'est 
la vitesse de la lumitre dans le vide et J ({ — z/c) une fonction déri- 
vable. Déterminer les intensités du champ électrique E et du champ 
magnétique H rayonnés aux points du plan ÀŸ à grande distance de 
l'antenne dans la zone d'onde. 

413. Un tronçon [—{, {] d'axe des Z est parcouru à des instants 
t> O par un courant filiforme 


J -- J,cosk,,ze-Ytsin ont 


OÙ Om — AmC, Em = (2m + 1) x/2l, m est un entier positif et c 
la vitesse de la lumière dans le vide. Calculer les intensités des champs 
électrique et magnétique E et H aux points du plan XŸ situés à 
grande distance r du courant (r > k,l*). Représenter le champ élec- 
tromagnétique rayonné par une superposition d'ondes monochro- 
matiques de différentes fréquences en admettant que y < w 

414. Une antenne filaire de longueur 2! est parcourue par une 
onde de courant 

J = J, cos (ot — kz), 


où & — kcet |z | < [, c étant la vitesse de la lumière dans le vide. 
Déterminer la répartition angulaire de l'intensité de rayonnement 
de l’antenne en prenant sa moyenne temporelle sur une période 
d'oscillation du courant. 

415. Soient N antennes filaires de longueur 2/, parallèles et 
situées dans le plan XÀZ à une même distance l'une de l’autre. Le 
vecteur a joignant deux antennes consécutives est parallèle à l’axe 
des À. La distance entre les antennes est de l’ordre de grandeur de 
la longueur de l'onde rayonnée a = c/w. Chacune des antennes est 
parcourue par un courant filiforme 


J = J, sin kz cos wt, 


où |z|< 1,0 = kc, k = ma/l, m est un entier positif et c la vitesse 
de la lumière dans le vide. Déterminer l'intensité H du champ ma- 
gnétique de rayonnement à grande distance r > l“/a des antennes. 
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Calculer l'intensité de rayonnement d7 dans un angle solide dQ 
en prenant sa moyenne temporelle sur une période T = 4l/c. 

416. Une plaque infiniment mince (—b<r<b, —l1<2< 1!) 
est parcourue, parallèlement à l’axe des Z, par un courant avec une 
densité superficielle à = à, sin kz cos œt, où © — kc, k — man/l, 
m est un entier positif et c la vitesse de la lumière dans le vide. La 
largeur et la longueur de la plaque sont de l’ordre de grandeur de la 
longueur de l'onde rayonnée. Déterminer l'intensité de rayonne- 
ment d{ dans un angle solide dQ, en prenant sa moyenne temporelle 
sur une période 7 = 4l/c. 

417. Une surface cylindrique de rayon À est parcourue. parallè- 
lement à son axe, par une onde de courant avec une densité super- 
ficielle à = à, cos (ot — kz), où | z | < L, w& — kc et cest la vitesse 
de la lumière dans le vide. La longueur c/w de l'onde rayonnée est 
de l’ordre de grandeur du rayon À. Déterminer l'intensité d7 de 
rayonnement dans un angle solide dQ, en prenant sa moyenne tem- 
porelle sur une période d’oscillation du courant. 

418. L'axe des Z d’un système de coordonnées cartésiennes est 
commun à deux cônes circulaires identiques qui sont disposés symé- 
triquement par rapport au plan ÀY et ont un sommet commun situé 
à l’origine de ce système de coordonnées. La génératrice de chaque 
cône a une longueur b et fait avec son axe un angle 6,. Le courant 
total parcourant les surfaces latérales des cônes se décrit par la fonc- 
tion J = J (r, t)où rest la distance au sommet commun des cônes. 
Déterminer l'intensité dI de rayonnement dans un angle solide dQ. 
Etudier les expressions limites de la formule obtenue dans deux cas 
où 0, —0 et 0, = x/2. 


S 8. Problèmes à résoudre sur calculateur 
électronique 


419. Un électron d'énergie 6 = e*/2a est diffusé sur un atome 
d'hydrogène dont le champ électrique est déterminé par le poten- 


tiel @({r) = e (2 + < 


— Je“, où e est la charge du proton. a — 
a 
= 7. le rayon de Bobhr, m la masse de l’électron et À la constante 


de Planck. Déterminer l'énergie totale €, du rayonnement dipolaire 
électrique au cours de la diffusion. En procédant au calcul sur cal- 
culateur électronique, construire la courbe traduisant la variation 
de l'énergie rayonnée 6, en fonction du paramètre d'impact L 
de l'électron passant. 

420. Un flux de particules de masse m, de charge e et d'énergie 
€, se déplace dans un champ de potentiel à symétrie sphérique 
U (r) = Ue-"/# où a et U, sont des constantes positives. Calculer 
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le rayonnement efficace x — [AE -2n1 dl, où AË est l'énergie 
0 


totale du rayonnement dipolaire électrique de la particule passant 
avec un paramètre d'impact /. En effectuant des calculs sur calcu- 
lateur électronique, construire la courbe représentative de la varia- 
tion du rayonnement efficace x en fonction de l'énergie &, dans la 
région VAU < 60 K I0U,. 

421. Une particule de charge Q se déplace avec une vitesse v 
suivant une droite près d’un oscillateur chargé, primitivement au 
repos, dont la fréquence propre est w,, la masse m et la charge e. 
La distance / entre le centre de l'oscillateur et la trajectoire recti- 
ligne de la particule est si grande que la variation de la vitesse v 
peut être négligée. En négligeant aussi la force de frottement de 
rayonnement, construire une courbe traduisant l'intensité 7 de 
rayonnement de l’oscillateur sous l’action de la particule chargée 
en mouvement. Pour les calculs sur calculateur électronique, poser 
v —= wi et admettre que l'amplitude des oscillations de l'oscillateur 
est petite par rapport à L. 

422. Soit un oscillateur immobile avec frottement (avec amor- 
tissement) qui est soumis, à partir de l'instant t = {,, à l'action 
d'une force extérieure F — F,e-t*/* de sorte que l'équation de son 
mouvement a pris la forme 


.e e F 
r+ yr L w?r = — ete, 


où o, et m sont la fréquence propre et la masse de l'oscillateur, alors 
que le coefficient y caractérise les pertes d'énergie dues au frotte- 
ment. La charge de la particule oscillante est e. En posant y = 
— 69/2 = 2/7 et en utilisant les méthodes numériques, construire 
et comparer l’une à l’autre les courbes d'intensité 7 de rayonnement 
de l’oscillateur sous l'action de force extérieure F dans deux cas: 
to = O0 et {y = —0. 

423. Un noyau lourd de charge Q se déplace avec une vitesse v 
suivant une trajectoire rectiligne à une grande distance / d’un atome 
immobile électriquement neutre dont la polarisabilité est B. Cette 
dernière caractéristique signifie qu'étant soumis à un champ élec- 
trique extérieur d'intensité E, cet atome acquiert un moment élec- 
trique dipolaire d — BE. En négligeant la variation de la vitesse v 
du noyau en mouvement, calculer l'énergie dé, émise par l'atome 
polarisé dans l'intervalle de fréquence de w à © + dw. En appli- 
quant les méthodes numériques, construire une courbe d6,,/do 
de décomposition spectrale du rayonnement. 

424. Soient deux noyaux de nombres de masse 4, et 4, et de 
charge Ze et Z.e. Dans le système du centre d'inertie, leur énergie 
totale est &,. La masse du nucléon est m. Considérer deux cas de 
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mouvement : a) les noyaux se déplacent l’un vers l’autre suivant 
une droite et, après l'arrêt, s’en vont à l'infini; b) à partir de l'ins- 
tant { — 0, les noyaux qui sont des fragments d'un grand noyau, 
vont vers l'infini (leurs vitesses à l'instant initial £ — 0 étaient 
nulles). Déterminer les densités spectrales de rayonnement d&6/dw 
et d&?,/dw dans les cas a et b. En utilisant les méthodes numériques, 
construire et comparer les courbes de décomposition spectrale du 
rayonnement dans les deux cas indiqués. 
425. Résoudre le problème précédent en supposant que le rapport 
de la charge à la masse est le même pour les deux noyaux: 
Ze Zse __ Ze 


426. Soit une onde électromagnétique qui se propage dans l’es- 
pace dans le sens du vecteur unité n. L’intensité du champ électrique 
de cette onde est 


E — E,çe-t'/1) cos Oot” , 
« ar e .« 
oùt’ — t— —,E, est un vecteur constant, c la vitesse de la lumière 
c 0 


dans le vide et les paramètres + el «, vérifient l'inégalité ot > 1. 
En appliquant les méthodes numériques, construire la raie spectrale 
€ (w) du rayonnement qui se propage sous la forme de l'impulsion 
électromagnétique donnée. Déterminer la largeur Aw de la raie 
spectrale. 

427. Une plaque infiniment mince (—b£<xz<b, —l< z< 1) 
est parcourue, parallèlement à l’axe des Z, par une onde de courant 


de densilé superficielle i = 1,i, exp [| — Z (4 — =) ,où cest la 


vitesse de la lumière dans le vide et i, et t sont des constantes. 
Déterminer les intensités E et H des champs électrique et magnéti- 
que du rayonnement aux points sur l'axe des X à une grande dis- 
tance r de la plaque. En posant b = ! = ct, construire la courbe de 
variation de l'intensité du champ électrique en fonction du temps 
pour un certain point d'observation fixe de la zone d'onde. Construire 
la raie spectrale € (w) du rayonnement passant par ce point d'ob- 
servation. 

428. Soit un cylindre de rayon R et de hauteur 2h parcouru, sui- 
vant son axe. par une onde de courant de densité volumique j — 
= je” CR) cos (kz — wt), où w —= kc et r et z sont les coordonnées 
cylindriques. Le vecteur constant j, est parallèle à l'axe des Z. 
L'origine des coordonnées est choisie au point central du cylindre. 
Déterminer la moyenne temporelle, sur une période 7 = 2x/w, 
de l'intensité de rayonnement par unité d'angle solide d//dQ en 
fonction de l'angle polaire 6 compté à partir de l’axe du cylindre. 
Construire le diagramme directionnel de rayonnement en portant 
la valeur numérique de la grandeur d//dQ pour chaque angle 6 
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sous forme de tronçon sur un rayon faisant le même angle avec l'axe 
polaire qui est confondu avec l’axe du cylindre. Pour le calcul sur 
calculateur électronique, poser h = R = 1/k. 

429. Soit un dipôle émetteur bicône constitué par les surfaces 
de deux cônes circulaires identiques ayant le sommet commun et 
l'axe commun. La génératrice de chaque cône a une longueur 
et fait avec son axe un angle x/4. La surface bicône est parcourue, 
dans le sens de la génératrice, par un courant total J = J, cos kr x 
X sin ot où À — w/c = x/2let rest la distance au sommet commun. 
Déterminer la moyenne temporelle, sur une période T7 = 2:/o, 
de l'intensité de rayonnement par unité d'angle solide d7/dQ en 
fonction de l’angle polaire 6 compté à partir de l’axe du dipôle 
bicône. En appliquant les méthodes numériques, construire la courbe 
de variation de la grandeur d//dQ en fonction de l’angle 6. 

430. A un instant t — 0, une impulsion de courant a été rayon- 
née d’un point d'espace de rayon vecteur r — (. Cette impulsion 
a commencé à se propager dans toutes les directions avec une densité 
volumique j — CT Fr. t) où Î est un vecteur unité constant 
et F (r, t) une fonction arbitraire du module r du rayon vecteur et 
du temps {. Déterminer les intensités E et H des champs électrique 
el magnétique dans la zone d'onde où ces grandeurs décroissent en 
raison inverse de la distance du courant. En posant 


e 
? 


, Me 7 
F(r, 1) = j0 ——— + 


1 © Î r 
2 (c- ) 
T 


«“ r e .n« e 
où t > —, cest la vitesse de la lumière dans le vide et les constan- 


tes À et + sont liées par la condition ct = 10, construire la courbe de 
variation de l’intensité du champ électrique du rayonnement en 
fonction du temps pour un certain point d'observation fixe de la 
zone d'onde. 


CHAPITRE V 


CHAMP PRODUIT PAR DES PARTICULES 
RELATIVISTES CHARGÉES 


On appelle système de référence (repère ou référentiel) galiléen 
un système de coordonnées galiléen et une horloge fixée par rapport 
à ce système. On convient de noter chaque événement réalisé par 
les coordonnées zx, y et z du point où il a eu lieu et le temps ft de sa 
réalisation dans un système galiléen déterminé. 

A chaque événement on peut faire correspondre un point dans un 
espace à quatre dimensions caractérisé par un quadrirayon vecteur 
z; de composantes 


Ti = L,y Lo =, ZI = 2, La = ict. (V.1) 
La somme des carrés des composantes du quadrirayon vecteur 
2 + x + x + (V.2) 


représente le carré de la distance du point (V.1) à l’origine des coor- 
données et détermine la métrique de l’espace à quatre dimensions 
donné. 

Soit un système galiléen affecté de prime X’Y’Z’ animé d’un 
mouvement suivant l'axe des X avec une vitesse V par rapport 


Û 0° X ”, 
Fig. 8 


à un système de coordonnées fixe XYZ. Les axes de coordonnées 
cartésiennes de même nom sont parallèles et, à l'instant { — 0. les 
origines de ces deux systèmes de coordonnées sont confondues 
(fig. 8). Alors, les coordonnées et le temps d’un seul et même évé- 


116 PROBLÈMES 


nement enregistrés dans les systèmes galiléens sont liés entre eux 
par la transformation de Lorentz 


LE —— YU =, 2 —=2Z, = ——— (V.3) 


Cette dernière transformation s'écrit commodément sous forme 
matricielle *) 


Zi = AjpThs (V.4) 
1 1 ) 
= do — 
Vi Vi 
0 4 0 0 
Sn 0 0 1 0 2) 
j 
rs 0 1 


PRE V4 V? 
Vie re) 
Les formules de la transformation inverse sont obtenues en 
inversant le signe de la vitesse V: 


 : T 
Ti == QFRTR = CikTh. (V.6) 


Puisque la matrice (V.5) satisfait à la condition a;} = ay;, la 
transformation de Lorentz (V.4) est une transformation orthogonale 
linéaire de coordonnées dans un espace à quatre dimensions. Elle 
décrit le passage d'un système de coordonnées (Xi X:X3X 4) à un 
autre système de coordonnées (X:X.X:X;) tourné d'un certain angle 
dans le plan X,X,. La quantité (V. 5) ‘représente la matrice de cette 
transformation ‘orthogonale linéaire. 

On appelle vecteur À, dans un espace à quatre dimensions (quad- 
rivecteur) l’ensemble de quatre quantités À,, 4:, A, et À, qui se 


*) Dans ce chapitre, les indices de matrices et de tenseurs, désignés par des 
lettres latines (i, k, L, .) indiquent, lorsqu'ils se répètent, une sommation 
de 1 à 4, le signe de sommation étant omis. Quant aux indices représentés par 
“ lettres gre Fques (æ, B, y, ...), ils parcourent, comme précédemment, les 
valeurs de 
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transforment lors d’une transformation orthogonale de coordonnées 
comme les composantes du quadrirayon vecteur 


Ai; = Gin Ai = did, (V.7) 


où ay est la matrice de transformation orthogonale linéaire quel” 
conque de coordonnées dans un espace à quatre dimensions. En 
particulier, elle peut avoir la forme de (V.5). 

Pour le quadrivecteur on a adopté la notation 


A, = (A, A), (V.8) 


où À = 1,4, + 1,4: + 1:43. Les trois premières composantes 
A,1, A: et À, du quadrivecteur sont dites spatiales et la quatrième 
A, est temporelle. 

De même, on appelle quadritenseur de rang 2 l'ensemble de seize 
grandeurs T;, qui, lors d'une transformation orthogonale de coor- 
données, se transforment comme le produit des composantes du 
quadrirayon vecteur 

Tin =GuapmTies Tin = GifahT im (V.9) 

Si une grandeur quelconque ne change pas sa valeur numérique 
lors du passage à un système de coordonnées à quatre dimensions 
tourné, elle est dite scalaire. A cette condition satisfait par exemple 
le produit scalaire 4,B; = AB + A,B, des quadrivecteurs À; 
et B, qui est invariant par rapport à la rotation d’un système de 
coordonnées à quatre dimensions 


AB; re A;B; = inv. (V.10) 
L'impulsion p et l’énergie & d’une particule de masse m 
myv 
PT Vivre er 
_ 9 
EE ver ee 


forment un quadrivecteur énergie-impulsion p, (ou tout court quad- 
riimpulsion) 


pi= (pi). (V.13) 


Cette grandeur est souvent représentée sous la forme p, — mcu;, 


en introduisant la notion de vitesse à quatre dimensions 


v { 
= ————— |. V.14 
( cV iv V1—vt/ci ) À ) 
Les composantes de la quadrivitesse satisfont à la condition ui — 
— —1, de sorte qu'on peut écrire 
62 _ 2 
— 5 = — m'c?. (V.15) 


c? 


118 PROBLÈMES 


Des formules (V.11) et (V.12) on peut déduire des relations utiles 
suivantes 


v 


p=é, €=Vme+pe, T=Ë-— met, (V.16) 


où la grandeur T7 s'appelle énergie cinétique de la particule relati- 
viste et la quantité mc° est l'énergie au repos. 

En dérivant par rapport au temps les deux membres de l'égalité 
(V.15) et en utilisant l'équation du mouvement 


d = 
HT P—= F, (V.17) 
il est facile de déterminer la variation de l'énergie cinétique de la 


particule dans un champ de force extérieur F: 


dT __ dé 
= = YF. (V.18) 


A côté de la force tridimensionnelle F subie par la particule, on 
introduit la notion de quadrivecteur force f, de composantes 


F . vF 
a  — — V. 
IE ( c y 1—v°/a : c? V 1—v?/c2 | ’ | ( 7) 


où vest la vitesse de la particule. La force à quatre dimensions inter- 
vient au second membre de l'équation covariante du mouvement 


me = f,. (V.20) 


ds — 


Ici, ds = c dt V1 — v’/c° et du,/ds = w, est une accélération à quatre 
dimensions qui est orthogonale au quadrivecteur vitesse wu, = Ù 
et possède les composantes suivantes : 


D = 
+  —— TE 
Vives dt Vive  cy/T—vifer dt y 1—v/c 


Les densités volumiques de courant j et de charge p forment un 
quadrivecteur densité de courant 


Ji nm (j, icp), (V.22) 


alors que le potentiel vecteur A et le potentiel scalaire @ forment un 
quadrivecteur 


] . (V.21) 


A; = (A, io), (V.23) 


que l’on appelle quadripotentiel. 
Les relations (1V.1) et (IV.2) qui définissent les potentiels vec- 
teur et scalaire s’écrivent en notation quadridimensionnelle de la 
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façon unique 


Fin = De on (V.24) 
où la grandeur F;, s'appelle tenseur de champ électromagnétique. 
Les intensités E et H des champs électrique et magnétique sont les 
composantes de ce tenseur antisymétrique 


0 H.. — H, Te iE, 
— H, 0 H, —iE, : 
Fin = H, —H, 0 —i{E, (V.25) 


LE, iE, iE: 0 


En se servant du tenseur de champ électromagnétique, on peut 
représenter les équations de Maxwell (III.1) à (111.4) sous la forme 
covariante 


0Fih _ 4n . 9 
a (V.26) 
0Fin 9Fkri Fri ? 


Les formules (V.9) et (V.25) permettent d'obtenir la loi de trans- 
formation des champs électrique et magnétique lors du passage d'un 
référentiel galiléen à un autre (voir fig. 8) 


E,, + V y: per H: 
E,=E: DR, pa. (V8) 
L'7— X? UV 74 V2 , > / — . 
se ir 
4 
| Hy—+E; Hit, 
H,= x H,= V2 0 H,= V= (V.29) 
Vin V/1-X 
ou encore, sous forme vectorielle, 
E’ —Z(VxH) | 
E; = E}, E, = pa DE ; (V .30) 
Fix 
| H, ++ (VXEi) 
Hy=H;, H (V.31) 


ME: 3 
a 


où les signes || et L désignent les composantes du vecteur respective- 
ment parallèle et perpendiculaire à la vitesse V. 
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À partir des vecteurs E et H il n’est pas difficile de former des 
grandeurs invariantes par rapport à la transformation de Lorentz: 


E° — H° = inv, EH = inv. (V.32) 


L'application des invariants (V.10) et (V.32) à une onde électro- 
magnétique plane monochromatique 


E—1£ocos(wt—kr), H=—(kxE)—, (V.33) 


conduit à la conclusion que les vecteurs intensités des champs élec- 
trique et magnétique de cette onde sont égaux en module et ortho- 
gonaux dans tous les systèmes de référence galiléens et que la phase 
de l'onde est un invariant 


ot — kr = —k;x; = inv, (V.34) 
où x; = (k, il) est un quadrivecteur d'onde. 
Le tenseur d'énergie-impulsion du champ électromagnétique 


1 1 7 
Tn= ge (FuFin+ + Finôix) (V.35) 
possède les propriétés T,, = Ty: et Ty; = O0. Sa composante tem- 
porelle T',, et ses composantes spatio-temporelles T,., sont liées à la 
densité d'énergie w = —(E + H*) et à la densité d’impulsion 
= (E X H) du champ électromagnétique par les relations 


suivantes 
T ss — VW, Tu: — — CL as (V.36) 


La densité d’impulsion g du champ électromagnétique est pro- 
portionnelle à la densité de flux d'énergie électromagnétique (au 


vecteur de Poynting s — <= (E X H)) 
g=<+s. (V.37) 


Neuf composantes spatiales du quadritenseur (V.35) forment un 
tenseur de tensions de Maxwell à trois dimensions 


Ta = 7y | EaËs+ Hallp— 7 (Et+ H°) 605]. (V.38) 


La force ans à une surface fermée S dans un champ elec- 
tromagnétique s'exprime par le tenseur de tensions de Maxwell 


(V.38) 
Fa= 0 TanNsdS (V.39) 
S 


où F, est une composante de la force et N le vecteur unitaire de la 
normale extérieure à la surface S. 
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En notation quadridimensionnelle, l'équation du mouvement 
(V.20) d’une particule seule de masse m et de charge e dans un champ 
électromagnétique extérieur est de la forme 


d ; 
me = = Finup. (V .40} 


Après simplification par le vecteur commun, la partie spatiale de 
cette égalité vectorielle à quatre dimensions coïncide avec l’équa- 
tion de Newton (V.17) dont le second membre exprime la force de 
Lorentz 


F-e[E++(vxH)|. (V.41) 


Le champ électromagnétique d’une charge e en mouvement avec 
une vitesse quelconque v est déterminé par les potentiels de Liénard- 
Wiechert 


e ev 
P=—#>, A=———|, (V.42) 
R— vR c(r- =) 
c c 


où R=r—r,(t)etretr,(t) sont respectivement les rayons vec- 
teurs du point d'observation et du point d'emplacement de la charge. 
L'instant de temps retardé t’ est lié à l’instant d'observation !# 
par la condition 


dt Lirre(t) |. (V.43) 
Par dérivation des potentiels de Liénard-Wiechert on trouve les 


intensités des champs électrique et magnétique d’une charge en 
mouvement 


e(1—5)(r-TR) e(Rx((R—-TLR)xv)) : 
PS (ap 
ASE, (V.45) 


Les champs électrique (V.44) et magnétique (V.45) se composent 
de deux parties caractéristiques. La première partie dépend de la 
vitesse de la charge ponctuelle et décroïît avec la distance comme 
1/R*°. Elle se déplace avec la charge et ne se détache pas de celle-ci 
parce que le flux d'énergie de ce champ à travers une sphère de rayon 
R tend vers zéro quand À — oo. La deuxième partie dépend non 
seulement de la vitesse mais aussi de l'accélération, elle décroit 
avec la distance comme 1{/R. Il en résulte que le vecteur de Poynting 
à travers une sphère de rayon infiniment grand devient différent 
de zéro. Cela signifie que la deuxième partie des champs (V.41} 
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et (V.45) décrit l'émission des ondes électromagnétiques par une 
charge en mouvement accéléré. 
L'intensité de rayonnement de la charge e dans un angle solide dQ 


dl = E?(t) R?dQ (V.46) 


ne comporte que le deuxième terme de l’expression (V.44) et prend, 
après simplification, la forme suivante 


_e_) 2 (nv) (vv) v° ( u | (av : | 


— 41e e(1-2) Fos perf (V.47) 


« R e # Q ? e. 
une est un vecteur unité orienté dans le sens de propagation 


et les valeurs de toutes les grandeurs intervenant au second membre 
de l'égalité (V.47) sont prises à l'instant de temps retardé (V.43). 

En vertu de leur définition même, les intensités de rayonnement 
(V.46) et (IV.22) diffèrent numériquement l'une de l’autre si l’on 
tient compte du retard que le signal électromagnétique émis présente 
dans les limites de la région efficace du mouvement de la charge. 
Cela s'explique par le fait que les flux du vecteur de Poynting à tra- 
vers les surfaces sphériques de rayons suffisamment grands r et R 
sont. à un seul et même instant t, différents parce que les centres 
de ces sphères ne coïncident pas. 

Si la vitesse et l'accélération d’une charge sont parallèles, la 
formule (V.47) prend une forme beaucoup plus simple 


De ne © (V.48) 
(1—2 cos 8) 


où 6 est l’angle entre la vitesse et la direction de rayonnement. Lors- 
que les vecteurs v et v sont perpendiculaires entre eux, on a 


., 1—— | sin? 8 cos? 

di = _—_ hu DS dR.  (V.49) 
. (1—2c0s0) (1-2 cos6 ) 
c c = 


Dans cette formule, 6 est l'angle entre la vitesse v et le vecteur unité 
n orienté dans le sens de rayonnement et 1} l’angle azimutal que le 
vecteur n fait avec le plan passant par la vitesse v et l'accélération 


v de la charge. 
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L'énergie totale rayonnée dans un angle solide dQ pendant tout 
le temps de mouvement de la charge e est donnée par la formule 


ee 2 (nv) (vv) v° 
da = res 2 | DU PAR TAUPE TZ ES 


(1) 


CH) 0 
TEST dt’, (V.50) 
_ 
qui utilise la relation 
nv ’ 
dt= (1) &r". (V.51) 


Toute charge animée d'un mouvement accéléré rayonne des ondes 
électromagnétiques qui emportent une certaine énergie et une certaine 
impulsion. L'énergie d&,, et l'impulsion dP,,, émises pendant 
un temps dt sont déterminées par les formules 


1 
, F—— (vF) 
2e” 2 
Bray = Frs ——— di, (V.52) 
TE 
F2— — (vF}° 
9 2 
dPray _—_ Son vd, (V.53) 


où e et m sont la charge et la masse de la particule qui se déplace 
avec la vitesse v dans un champ de force F suivant l'équation de 
Newton (V.17). 

Parfois, les seconds membres des égalités (V.52) et (V.53) s’écri- 
vent sous une autre forme 


2e Ve UXN _ 
dérays = 35 RAT dt, (V.54) 
(1-+) 
1 
Vi—— (VX v)* 
Pony = 2 —— vdt, (V.55) 


Nr 


où v et v sont la vitesse et l'accélération de la charge e. 

Dans un champ électromagnétique extérieur d'’intensités E et H, 
la grandeur F coïncide, si l’on ne tient pas compte de l’action inverse 
du rayonnement sur la particule chargée, avec la force de Lorentz 
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(V.41), de sorte que les formules (V.52) et (V.53) deviennent 


(E+< (vx H)}"——+ (vE)° 
Dray = er —— © 3% Ÿ%—— dt,  (V.56) 


dt 


c* 
1 2 À : 
A fout do Er Ad vdt.  (V.57) 


Lors du mouvement dans un champ de force F, la vitesse avec 
laquelle la particule chargée perd de l'énergie par suite du rayonne- 
ment des ondes électromagnétiques se décrit par l'expression 


F + (vF)° 


(V.58) 


où 6, est l'énergie de la particule dans ce champ de force. 
La prise en compte de la force de frottement de rayonnement dans 
l'équation du mouvement (V.17) peut avoir une influence importante 


sur le rayon vecteur r, (t), la vitesse v (t) et l'accélération v (t) 
de la particule chargée et donc affecter les seconds membres des rela- 
tions (V.47) à (V.58). 

L'intensité de rayonnement totale dans toutes les directions 


I= | E?(t) À? dQ (V.59) 


diffère, d’après son sens physique et sa valeur numérique, de la 
vitesse de la perte d'énergie par la particule chargée, due au rayon- 
nement (V.58), bien que ces deux grandeurs aient les mêmes dimen- 
sions. Ces grandeurs ne se confondent que dans le cas limite du mouve- 
ment lent de la particule chargée avec une vitesse v € c, où le 
retard du signal électromagnétique rayonné peut être négligé à l’in- 
térieur de la région efficace du mouvement. Dans ce cas limite, les 
formules (V.59) et (V.58) coïncident avec les expressions analogues 
(1V.16) et (IV.31), si ces dernières sont appliquées au rayonnement 
d’une charge seule. 

Si le rayon vecteur r, (t) de la charge e varie au cours du temps 
d’une façon donnée, l'énergie d&,,, rayonnée dans un élément d'angle 
solide dQ sur les fréquences de w à w + dw est de la forme 


nre(t } 
ND 41208 


IP? F dR do.  (V.60) 


Demre (0) et 
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En particulier, si la vitesse d’une particule chargée subit une 
brusque variation par suite d’une collision, la relation (V.60) s'écrira 
sous la forme 


dre = 7 se) dQ du, (V.61) 


où v,el v, sont les vitesses de la particule avant et après la collision. 
La formule (V.61) est valable pour des fréquences wt <& 1. où test 
l'ordre de grandeur du temps d'interaction qui a provoqué une brus- 
que variation de vitesse de la particule. Dans le cas d'une modifi- 
cation instantanée de la vitesse, le domaine d'applicabilité de la 
formule (V.61) est limité par la condition de petitesse de la grandeur 
fo par rapport à l'énergie cinétique de la particule pour exclure les 
effets quantiques dans le rayonnement. 

Les formules (V.60) et (V.61) admettent une généralisation au 
cas d'un système de charges e,, (m = 1. 2, ..., N) en mouvement 
sur des trajectoires données 


w° : és | sue 2eme sem) 
dEnu = 7er | D em | Mxrm(i)e e )at | dQ do  (V.62) 
Mi — 0 
N | 
PC ue 
dns. Te. Te 


où rn (t) est le rayon vecteur de la charge e,, et v;,m et ven sont ses 
vitesses avant et après la collision. Les seconds membres des égalités 
(V.62) et (V.63) tiennent compte de l’interférence des ondes élec- 
tromagnétiques émises par les charges constitutives du système. 

Dans le cas où la charge e est animée d'un mouvement périodique, 
la moyenne temporelle sur une période T = 2x/w, de l'intensité 
de rayonnement d/, dans un élément d'angle solide dQ sur le n-ième 
harmonique de fréquence w, = now, est égale à 


TI2 LA 
en? 1 . in@, ({— 
a+ | xs ae 


-T/2 


dl, = 


+ J&f dR.  (V.64) 


L'intensité totale de rayonnement dans un élément d'angle 
solide dQ, prise en valeur moyenne sur une période T = 2x/w,, 
vaut une somme infinie des intensilés de CRE (V.64) sur 
tous les harmoniques d'indice nr = 1, 

Pour un système de charges se déplaçant avec une seule et même 
période, la généralisation de la formule (V.64) se fait par analogie 
avec les relations (V.60) à (V.63). Si les périodes de mouvement des 
charges partielles sont différentes, la moyenne temporelle de l'in- 
tensité de rayonnement s'exprime par une formule plus compliquée. 
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L'action réciproque du rayonnement sur une particule chargée 
en mouvement avec la vitesse v dans un champ électromagnétique 
E et H est prise en compte, dans l’équation du mouvement, en ajou- 
tant à la force de Lorentz la force spécifique f de frottement de rayon- 
nement qui est dirigée en sens inverse de v. En choisissant cette 
dernière comme axe des X, on obtient dans le cas ultrarelativiste 


24 (Ey—H.}+(E,+Hy) 
nue (V.65) 


Pour des vitesses de la particule, voisines de la vitesse de la 
lumière, peuvent se réaliser des conditions sous lesquelles la force 
de frottement de rayonnement (V.65) devient force agissante prin- 
cipale. Dans ces cas, l'énergie d’une particule chargée après la tra- 
versée d'un champ électromagnétique extérieur ne peut pas dépasser 
une valeur limite €1m donnée par l'égalité 


= _te” | [(E,—H:}+(E,+4,}] dr. (V.66) 


$ 1. Transformation de champ électromagnétique 


431. Les intensités E et H d'un champ électromagnétique uni- 
forme sont données dans un système de référence galiléen fixe et de 
plus EH >> 0. Déterminer les vitesses V des référentiels galiléens 
dans lesquels le vecteur champ électrique et le vecteur champ magné- 
tique sont parallèles. 

432. Dans un système de référence fixe, les intensités E et H 
des champs électrique et magnétique sont orthogonales l’une à l’autre 
et ne sont pas égales en module. Déterminer les vitesses V des réfé- 
rentiels galiléens dans lesquels il n’existe que a) le champ électrique; 
b) le champ magnétique. Déterminer l'intensité de ces champs. 

433. Les intensités E et H d’un champ électromagnétique uni- 
forme sont données dans un certain système galiléen et E x H = 0. 
Déterminer la vitesse V de tous les systèmes galiléens dans lesquels 
le module de l'intensité du champ électrique (ou magnétique) a la 
même valeur numérique que dans le système donné. Représenter le 
résultat sous forme vectorielle. 

434. Soit un cylindre homogène indéfini de rayon quelconque, 
parcouru par un courant constant de densité volumique j. Les den- 
sités volumique et superficielle de charge du cylindre sont nulles. 
Déterminer les vitesses V des systèmes galiléens en tout point des- 
quels l'intensité du champ électrique est, en module, W fois plus 
faible que l'intensité du champ magnétique. 

435. En se servant des formules (V.28) et (V.29) de transforma- 
tion d’intensités des champs électrique et magnétique, démontrer 
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que la forme et la valeur numérique des grandeurs Æ° — H* et EH 
ne sont pas changées lors du passage d’un référentiel galiléen à un 
autre. 

436. Les intensités E et H des champs électrique et magnétique 
forment dans un référentiel galiléen donné un angle aigu. Déter- 
miner les modules £’ et H” des intensités des champs électrique et 
magnétique dans celui des systèmes galiléens où l'angle entre les 
vecteurs E’ et H’ est égal à x/4. 

437. Un neutron de moment magnétique u se déplace avec la 
vitesse v dans le champ coulombien d’un noyau fixe portant une 
charge Q. En considérant que la vitesse du neutron est très petite 
par rapport à la vitesse de la lumière et en négligeant les termes 


d'ordre + <1, calculer la force F subie par le neutron en tout 


point de sa trajectoire. 

438. Une particule électriquement neutre, possédant un moment 
électrique dipolaire interne d se déplace avec une vitesse v dans un 
champ magnétique non uniforme d'intensité H. En négligeant les 


termes proportionnels au petit paramètre + € 1, déterminer la 


force F subie par cette particule. 

439. Soient deux référentiels galiléens dont les axes cartésiens 
de même nom sont parallèles et effectuent un mouvement relatif 
suivant l’axe des X. A l'instant £ — 0, les origines des systèmes car- 
tésiens sont confondues (v. fig. 8). Démontrer que la composante 
F;,: du tenseur de champ électromagnétique est invariante par rap- 
port à la transformation de Lorentz (F,, — F;,) et les grandeurs 
For et Fax Se transforment comme les vecteurs à quatre dimensions. 

440. En passant aux notations à trois dimensions démontrer que 
les équations covariantes 


Fin _ 4a . dFik 4 Fu n dFit 


T7. JR) ae. Me qu 


0 c ôx} 0x! Th 


se réduisent aux équations de Maxv'ell ordinaires pour les intensités 
E et H du champ électromagnétique. 

441. En utilisant la loi de transformation du quadrivecteur 
d’onde, déterminer la variation de fréquence (effet Doppler) et celle 
de direction de la vitesse de la lumière (aberration de la lumière) 
lors du passage d’un référentiel galiléen à un autre. Etudier les 
résultats obtenus dans le cas limite V < c où V est le module de la 
vitesse du mouvement relatif de deux systèmes galiléens indiqués. 

442. Une onde électromagnétique plane monochromatique de 
fréquence w, tombe sous un angle 6 sur un miroir plan qui se déplace 
avec une vitesse V suivant sa normale, vers l’onde incidente. Calculer 
l'angle de réflexion sur le miroir en mouvement et la fréquence 
de l'onde réfléchie. 
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443. Une onde électromagnétique plane monochromatique avec 
une densité d'énergie w, tombe suivant la normale à la surface d’un 
miroir plan en mouvement et s’y réfléchit totalement. Déterminer 
la densité d'énergie w et celle d'impulsion g de l'onde réfléchie si 
le miroir se déplace avec une vitesse V vers l'onde incidente. 

444. Un référentiel galiléen Æ”’ se déplace avec une vitesse V 
par rapport à un autre référentiel galiléen fixe À comme l'indique la 
fig. 8. En utilisant la loi de transformation du tenseur d’énergie- 
impulsion, exprimer la densité d'énergie w’ d’une onde électromagné- 
tique plane dans le système ÆX” par la densité d'énergie w de cette 
mème onde dans le système fixe de coordonnées X où elle se propage 
sous un angle & par rapport à la vitesse V. 

445. Un ellipsoïde de révolution de demi-axes a et b présentant 
une surface parfaitement absorbante se déplace avec une vitesse V 
vers une onde électromagnétique incidente dont l'intensité de champ 
électrique est E = E, cos (wt — kr). L'axe de symétrie de l’ellip- 
soïde. confondu avec le demi-axe b, est parallèle au vecteur V. 
Déterminer dans un système de coordonnées lié à l’ellipsoïde la force 
F subie par l’ellipsoïde, en prenant sa valeur moyenne sur une période 
d'oscillation de l'onde. Dans le système de coordonnées indiqué, 
la longueur de l'onde électromagnétique incidente est petite par 
rapport à la dimension transversale de l’ellipsoïde, si bien que derrière 
celui-ci se trouve une zone d'ombre nettement marquée. 


$ 2. Rayonnement d’une charge animée 
d’un mouvement rapide 


446. Une charge e est animée d’un mouvement fini avec une vitesse 
non relativiste v. En développant le potentiel vecteur de Liénard- 
Wiechert en série suivant le paramètre v/c et suivant le temps de 
retard du signal électromagnétique dans les limites de la région de 
déplacement de la charge, déterminer la valeur de ce potentiel et 
l'intensité du champ magnétique dans la zone d'onde, compte tenu 
des termes dont l’ordre de grandeur est v°/c° fois inférieur à celui du 
terme principal de développement. 

447. En se servant des potentiels de Liénard-Wiechert, déter- 
miner les intensités des champs électrique et magnétique d’une 
charge animée d’un mouvement arbitraire. 

448. En utilisant la formule générale (V.47) de la répartition 
angulaire de l'intensité de rayonnement d'une particule relativiste, 
déterminer l'intensité de rayonnement d7 dans un angle solide dQ 


dans deux cas où : a) la vitesse v et l'accélération v de la particule 
sont parallèles; b) la vitesse et l'accélération de la particule sont 
perpendiculaires l'une à l’autre. 
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449. La vitesse v et l'accélération v d'une charge sont parallèles. 
Déterminer l'intensité totale Z de rayonnement dans toutes les 
directions. Etudier la formule obtenue dans le cas ultrarelativiste 
ainsi qu'aux faibles vitesses v* & c* de la charge. 

450. Une particule de masse m et de charge e se déplace parallè- 
lement à l'intensité E d’un champ électrique uniforme et constant. 
Démontrer que la vitesse de perte d'énergie (— a) | de la par- 
ticule par rayonnement à l'instant de temps retardé f{’ a la même 
valeur que celle calculée à l’aide des formules (V.48) et (V.51) ainsi 
que de la formule (V.58). Ici, €, est l'énergie de la particule dans 
le champ électrique extérieur. 

451. Un électron de masse m et de charge e, animé d’un mouve- 
ment avec une vitesse de l’ordre de grandeur de la vitesse de la 
lumière, pénètre dans un champ électrique uniforme et constant 
d'intensité E. A l'instant ft, — 0 d'entrée dans le champ électrique 
extérieur la vitesse de l’électron élait perpendiculaire au vecteur E 
et son énergie était égale à 6,. Déterminer l'énergie 6:12, rayonnée 
au bout d'un temps ft après la pénétration dans le champ, en la con- 
sidérant comme petite par rapport à l'énergie cinétique de l’électron. 

452. Un électron rapide de masse m et de charge e pénètre avec 
une vitesse v, dans un demi-espace où règne un champ électrique 
d'intensité E uniforme et constante, parallèle au vecteur v,. En 
négligeant l'influence réciproque du rayonnement sur le mouvement 
de l’électron, déterminer l'énergie &,,- perdue par l’électron lors 
de son séjour dans le champ électrique extérieur. 

453. La distance L et la différence de potentiel œ entre les arma- 
tures d’un condensateur plan sont maintenues constantes. Un proton 
de masse m et de charge e passe perpendiculairement aux armatures, 
dans le sens du vecteur intensité du champ électrique du conden- 
sateur. Sa vitesse initiale v, est, en valeur absolue, de l’ordre de 
grandeur de la vitesse de la lumière. Calculer l'énergie 6;::, rayon- 
née par le proton pendant la traversée du condensateur. 

454. Une particule relativiste de masse m et de charge e pénètre 
dans un demi-espace où règne un champ magnétique dont l'inten- 
sité H est uniforme, constante et parallèle au plan limite. La vitesse 
vo de la particule à l’entrée dans le champ est perpendiculaire au 
vecteur H et fait avec le plan limite un angle de x/4. Déterminer 
l'énergie 6r1ÿ rayonnée par la particule pendant son mouvement 
dans le champ magnétique. Considérer deux cas où: a) la force de 
Lorentz est dirigée à l'instant initial vers le demi-espace occupé 
par le champ magnétique; b) la force de Lorentz est dirigée vers 
le demi-espace libre. 

455. Un électron de masse m et de charge e se déplace perpendi- 
culairement à un champ magnétique uniforme et constant d’inten- 
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sité H. A l'instant initial {, — 0 l’énergie de l’électron était &, 
et sa vitesse v, était de l’ordre de grandeur de la vitesse de la lumière. 
Déduire la loi de décroissance de l'énergie & de l’électron, due au 
rayonnement. Effectuer dans la formule obtenue le passage à la 
limite vers une petite vitesse initiale de l'électron vw € c*. 

456. Une particule de masse m et de charge positive e se déplace 
à un certain moment avec une vitesse v parallèlement à un courant 
rectiligne constant d'intensité J, en passant à la distance r de ce 
courant. Le moment électrique dipolaire intérieur d de la particule 
est perpendiculaire à la vitesse v et se situe dans le plan où se trouve 
la trajectoire et circule le courant. En négligeant les petits termes 
proportionnels à v*/c* € 1, déterminer l'intensité Z de rayonnement 
à cet instant. 

457. Un électron de masse m et de charge e passe à une grande 
distance ! d’un noyau immobile possédant une charge Z |e |. En 
négligeant la courbure de la trajectoire et en admettant que la varia- 
tion de vitesse de l’électron est très petite par rapport à sa valeur 
initiale v,, déterminer l'énergie €,,, rayonnée pendant tout le temps 
de parcours. Montrer que dans le cas limite où vf € c* le résultat 
obtenu est le même que dans le problème 294. 

458. Une particule relativiste de masse m et de charge e passe 
à une grande distance / d’un dipôle électrique immobile de moment d. 
La variation de vitesse de la particule au cours de son mouvement 
est négligeable par rapport à sa valeur initiale v,. En négligeant la 
courbure de la trajectoire, déterminer l'énergie €,,, rayonnée 
pendant le temps de parcours dans deux cas où : a) le moment élec- 
trique dipolaire d est perpendiculaire au plan de mouvement; 
b) le moment électrique dipolaire d est parallèle à la vitesse de la 
particule. 

459. En supposant que dans le problème précédent le moment 
électrique dipolaire d est perpendiculaire à la vitesse v, de la parti- 
cule relativiste et se situe dans le plan de mouvement, calculer la 
projection de l'impulsion émise sur la direction du vecteur vs. 

460. Un électron de masse m et de charge e passe à une grande 
distance / d’un neutron immobile de moment magnétique u. À une 
distance infiniment grande du neutron, sa vitesse v, est de l’ordre 
de grandeur de la vitesse de la lumière. En admettant que la tra- 
jectoire de l'électron est approximativement rectiligne et que la 
variation de sa vitesse au cours du mouvement est très petite, déter- 
miner l'énergie totale &:,, rayonnée dans deux cas où : a) le moment 
magnétique u est perpendiculaire au plan de mouvement; b) le 
moment magnétique pu est parallèle à la vitesse de l'électron. 

461. En supposant dans le problème précédent que le moment 
magnétique u du neutron est perpendiculaire à la vitesse v, de l’élec- 
tron et se situe dans le plan de mouvement, calculer la projection 
de l'impulsion rayonnée sur la direction du vecteur vi. 
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462. Une particule relativiste de masse m et de charge e passe 
à la distance / d’une droite indéfinie parcourue par un courant cons- 
‘tant J. En admettant que la trajectoire de la particule est approxi- 
mativement rectiligne et que sa vitesse v reste inchangée, détermi- 
ner l'énergie totale £€,;,, rayonnée pendant le trajet. 

463. Une particule relativiste de masse m, de charge e et d’éner- 
gie 6, pénètre à l'instant initial {, — OÔ dans un champ électrique 
uniforme et constant sous l'angle droit par rapport au vecteur E. 
En négligeant la courbure de la trajectoire, déterminer la loi de 
décroissance de l'énergie 6 de la particule dans l'intervalle de 
temps où sa vitesse est voisine de la vitesse de la lumière. 

464. Une particule ultrarelativiste de masse m et de charge e 
se déplace dans un champ magnétique uniforme et constant sous un 
certain angle par rapport au vecteur H. A l'instant initial #, = O, 
son énergie est 6,. Déterminer la loi de décroissance de l'énergie € 
de la particule dans l'intervalle de temps où sa vitesse reste voisine 
de la vitesse de la lumière. 

465. Une particule de masse m et de charge e se déplace dans un 
champ de force F quelconque. Représenter la vitesse de perte d’éner- 
gie de la particule par rayonnement (V.58) en tant que fonction de 


sa vitesse v et de son accélération v. 

466. Un électron de charge e, primitivement au repos, acquiert 
sous l'effet Compton une vitesse v, voisine en valeur absolue de la 
vitesse de la lumière. Déterminer l'énergie d&,, rayonnée par l’élec- 
tron dans l'intervalle de fréquence de «© à w + do. 

467. En se servant de la formule générale (V.60) donnant l'éner- 
gie déhr, Tayonnée dans un angle solide dQ2 dans l'intervalle de fré- 
quence de © à © + dw et en y admettant que la vitesse v de la 
charge e est petite par rapport à la vitesse de la lumière, déterminer 
la décomposition spectrale de l'énergie totale d&,, compte tenu des 
petits termes d'ordre v*/c*. En partant du résultat obtenu, calculer 
l'intensité / de rayonnement qui est définie par la formule (I1V.16). 

468. Une charge e effectue, à l’aide d’un certain dispositif, des 
oscillations harmoniques rapides z — a cos w,t suivant l'axe des Z. 
Déterminer l'intensité d7, de rayonnement dans un élément d'angle 
solide dQ sur le n-ième harmonique de fréquence ©, = n6,, en pre- 
nant sa moyenne temporelle sur une période T = 2x/w,. 

469. Une charge e tourne suivant une circonférence de rayon À 
avec une vitesse constante en module v = Rw,. Déterminer l’in- 
tensité d/, de rayonnement dans un élément d'angle solide dQ sur 
le n-ième harmonique de fréquence w, = nw,, en prenant sa moyen- 
ne temporelle sur une période T = 2x/w,. 

470. Soient deux charges e, et e, effectuant des oscillations har- 
moniques Z, — 4j COS @of et Ze = A2 COS &pt le long de deux droites 
infiniment voisines l’une de l’autre et parallèles à l'axe des Z. 
Déterminer l'intensité d7, de rayonnement dans un élément d’angle 
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solide dQ@ sur le n-ième harmonique de fréquence w, = nw,, en 
prenant sa moyenne temporelle sur une période T = 2x/w. 

471. Déterminer l'énergie limite £&i;m que peut avoir un élec- 
tron de masse m et de charge e après avoir traversé, avec un para- 
mètre d'impact /, un champ coulombien dû à une charge immobile 
Q/r. 

472. Déterminer l'énergie limite &:;m que peut avoir un proton 
ultrarelativiste de masse m et de charge e après avoir traversé avec 
un paramètre d'impact / le champ magnétique terrestre caractérisé 
par un moment magnétique u. Ce dernier est perpendiculaire au 
plan de mouvement du proton. 

473. Une particule de masse m et de charge e est passée avec un 
paramètre d'impact ! près d'un dipôle électrique immobile de mo- 
ment d. Le vecteur d est parallèle à la vitesse de la particule. Déter- 
miner l'énergie limite &jim que peut avoir la particule après son 
passage. 

474. Une particule ultrarelativiste de masse m et de charge e 
passe à une distance L d'un fil rectiligne indéfini chargé avec une 
densité linéique constante q. Sa vitesse est perpendiculaire au fil. 
Déterminer l'énergie limite 61m que peut avoir la particule après 
le passage près du fil chargé. 

475. Une particule relativiste de masse m et de charge e passe 
à une distance / de l'axe d’un cylindre indéfini parcouru par un cov- 
rant constant J. Le rayon du cylindre est inférieur à L. Déterminer 
l'énergie limite 61m que la particule peut acquérir après avoir 
traversé le champ magnétique produit par ce courant. 


RÉPONSES AUX EXERCICES ET SOLUTIONS 


CHAPITRE PREMIER 


CHAMP ÉLECTRIQUE STATIQUE 


$ 1. Equations de Maxwell et conditions 
aux limites en électrostatique 


1. a) bXa; b) (ar)k—2(ak)r+(kr)a; c) (ar)ksin kr— 
| 3(dr)r d . df (r) dF (r r 
—acoskr, d) ——- -—; o)— [EL F (+ f (r) — ) ]+ 
dF  df 
Da aq * 

2. Non, parce que le rotationnel de la fonction vectorielle donnée 
est non nul: rot E = 2a. 

3. L'intensité du champ électrostatique à l’intérieur de la cavité 
doit satisfaire aux équations homogènes de Maxwell rot E — 0 et 
div E = 0. Aussi, pour répondre à la question posée faut-il calculer 
le rotationnel et la divergence du champ donné: 

a) oui, (rot E = 0, div E = 0); b) non, (rot E = b X a, div E — 
= ab); c) oui, si ab =0 (rotE = 0, div E = 3ab); d) non, 
(rot E = a X b; div E — —2ab); e) non, (rot E = 3 (ar) k — 
— (ak)r, divE = a(k X r)); f) non, (rotE =3(r X c), div E — 
— —2 (cr)); g) non, (rot E = (b X a) cos kr — (br) (k X a) X 
X sin kr, div E = ab cos kr — (ak) (br) sin kr); h) oui, (rot E — 
= 0, divE = 0; i) oui, (rot E = 0, div E = 0). 

2 

4. à) — : b) {_; C) = e-“"a; d) pocos6 pour r<<R et 0 
pour r>R; e) pocosŸ pour r << 7? et O0 pour r >. 

6. Non. 

7. Indication. Utiliser le théorème de Stokes (A1.17) et l'équa- 
tion électrostatique (1.1). 
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8. La charge de densité superficielle © est portée par les surfaces 
suivantes: a) plan cartésien XŸ avec o= E,/2x; b) sphère de rayon 
R avec o = Q/4nR°; c) surface cylindrique de rayon R avec o = 
= q/4nR. 


$ 2. Théorème électrostatique de Gauss 


9. a) L’intensité E du champ électrique produit par une sphère 
uniformément chargée est dirigée suivant le rayon, et le module du 
vecteur E dépend de la distance r au centre de la sphère. Ces con- 
clusions découlent de la symétrie sphérique que présente la dispo- 
sition des charges. Comme surface auxiliaire dans le théorème électro- 
statique de Gauss, il convient de choisir une sphère concentrique 
parce que la fonction placée sous le signe somme E = E (r) est cons- 
tante dans cette sphère et on peut donc la faire sortir sous le signe 
de l'intégrale 


& E dS = 4nr°E. 


En partant du théorème de Gauss, on obtient pour l’intérieur 
de la sphère 


4nr?E, = Si ro, E,=< pr, 
et pour l'extérieur 


2 
4nr°E, — 2 


R°p, = 7 pR— 


- 3 r3 * 


Le potentiel du champ re se calcule par résolution de l’équa- 
tion 


dœ (r 
EE. 


dont le second membre est égal à £, (r) à l'intérieur de la sphère 
et à E, (r) à l'extérieur. L'intégration de cette équation donne 


Qu= — + prie, pour r<R, 
Æ Hs 


Ps = pour r>A. 


Les constantes ns C1 et c. sont déterminées à partir 
des conditions supplémentaires p,(R) = ®: (R), mp: (00) = 0. 
Finalement, le potentiel du champ électrique prend la forme 


27rpR? 
Pi = (3-7 +) pour r<R, 
4x ee 
Pa + co pour r>R; 
b) E, = 2xpr, Py=7p(R?—r?) pour r£R, 
E, — UPS _. Pe = 271pR? In À pour r>A, 
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où le rayon vecteur r du point d'observation est orienté suivant le 
rayon du cylindre et la constante arbitraire entrant dans le potentiel 
est choisie à partir de la condition , (R) = @: (R) = 0. 


c) E, = 4rpx1,, P,= —27pr? pour |x|<L, 


E, — 4rpL 1,4, q—21pL(L—2]x]) pour |r|>L. 


E 1 
Iz| 
L'origine du système de coordonnées cartésiennes se situe sur le plan 
de symétrie de la plaque et l’axe des X est perpendiculaire à la pla- 
que. La constante arbitraire figurant dans le potentiel est choisie 
à partir de la condition œ, (0) — 


10. a) E,—0, q=—AnRo pour r<<R, E,= Te, Po = 
= 7 pour r>R; b) E,=0, @, =0 pour r <R, E, — SACRT., 


qe= 4108 In © pour r>R; c) E—2no is, = —2101:|, 


où z est la coordonnée du point d'observation comptée à partir du 
plan charge. 


11. Omar (1 ———). 


y 2 
12. E=S[1+2(1+2)]e-ce; E=+ pour r<a, 
ET e- —êr/a pour r > a. 
R, d 
13. E,=0, q=4nfp(rrar pour r&R; E,= 4 (p(E)Etat, 
R: R; 


R;, r 
= r(je@ia+s [e@Eat) pour RÇ&r<R; E= 


so 


R; 
= — | ptrrtar, e-Æfrora pour r>. 


R n 


ia. Em | @EdE, g=an | À | p (EE dE an. 
0 r 0 


15. E=4nt, [p(lEl)dt, p=4x [| (B—2)p(E lat. 
(t 0 


16. Considérons un corps formé par révolution d’une ligne de 
force autour de l’axe des X. Supposons que cette ligne relie entre 
elles les deux charges. Alors, le flux de l'intensité du champ élec- 
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trique résultant à travers toute section transversale du corps de 
révolution obtenu prend une seule et même valeur numérique. Ce 
flux peut être exprimé par la charge e, ou e., si la surface de la sec- 
tion transversale est contractée d'abord vers le point d'emplacement 
de la charge e, et puis vers e,. En égalant entre elles les deux expres- 
sions, on obtient 


27e, (1— cos 6,) — 2x | e, | (1— cos 6.), 


,= 2 arcsin { J/ FA +). 
L'ensemble des lignes de force aboutissant à la charge e, forme 
un corps de révolution qui touche la surface d’un cône circulaire droit 
d'angle 8, au sommet qui est le point d'emplacement de la charge e.. 


D] 


L'angle 6, est déterminé à partir de la relation 


La première ligne de force, qui part de la charge e, et se termine dans 
le plan ÀŸ à l'infini, est tangente à la surface du corps de révolu- 
tion mentionné ci-dessus. On a donc 


8, = 2 arcsin 4 Lee 
€ 


Si l'on suppose que 8, 0, la ligne de force, qui se termine dans 
le plan XY à l'infini, se situe à des distances suffisamment grandes 
des charges sur la surface d’un cône circulaire droit d'angle 0, au 
sommet. À l’intérieur de ce cône, les lignes de force n'existent pas 
parce qu’il est formé par la révolution de la première ligne de force 
qui s’en va vers l'infini. D'autre part, à très grandes distances, le 
champ électrique produit par un système de deux charges coïncide, 
avec un haut degré de précision, avec le champ dû à une seule charge 
ponctuelle de valeur e, + e., ce dernier champ présentant une symé- 
trie sphérique. La contradiction ainsi obtenue amène à la conclusion 
que 0, = 0. 


17. b, — _ put. 
18. e, — 23. 


19. La distribution volumique de charge se détermine à partir 
de l’équation de Maxwell p = div E partout, sauf pour le point 


r — Ô qui est un point singulier. Ce point porte une charge ponctuelle 
parce que l'intensité du champ électrique tend vers l'infini, de même 
que {/r*, quand r +0. La valeur de la charge ponctuelle peut être 
calculée d’après le théorème de Gauss si l’on contracte la surface 
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sphérique fermée auxiliaire vers le point r = 0. On obtient finale- 
ment 


pe[s(r)—- 2 et], Q=0. 


20. E—9g(— 5), g=2gim— ; 


r—1f 
E—2q (20 2), ç= 2209 pour r > l. 


Ici, 1 est le vecteur porté du fil négatif vers le fil positif. L'origine 
du rayon vecteur r se situe sur le fil négatif auquel il est perpendi- 
culaire. 

21. E = 210 (Ets Feel + 1.) . Les axes de coordon- 
nées cartésiennes sont confondus avec les lignes d'intersection des 


plans charges. 

22. Sans modifier le champ électrique produit par le système 
de charges donné, remplissons la cavité d'une charge positive avec 
une densité volumique p et d'une charge négative avec une densité 
volumique —p. Nous obtiendrons deux sphères uniformément char- 
gées dont la plus grande sera positive et la plus petite, négative. 
Suivant le principe de superposition, l'intensité du champ électrique 
à l’intérieur de la plus petite sphère sera égale à la somme des inten- 
sités engendrées séparément par la sphère positive 


4n 
E;= 73 PF 
et par la sphère négative 
An , 
E_— DE pr e 


Ici, r et r’ sont les rayons vecteurs tracés vers le point d'observa- 
tion depuis les centres des petite et grande sphères. L'intensité 
E = E, + E- du champ électrique est uniforme et a pour valeur 


47 


où 1 est un vecteur ayant le centre de la sphère donné pour origine 
et le centre de la cavité pour extrémité. Son module est égal à la 
distance entre ces centres. Le champ électrique trouvé existe aussi 
à l'intérieur de la cavité avant son remplissage avec des charges 
positive et négative. 

23. E = 2np1 où 1 est un vecteur mené de l'axe du cylindre vers 
l'axe de la cavité. 

24. E = 21on — 2aor/r°, où n est la normale au plan chargé 
orientée vers le point d'observation, r la distance du point d'’obser- 
vation à l’axe de la fente, r le rayon vecteur perpendiculaire à cet axe. 
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$ 3. Application de la solution générale 
de l’équation de Poisson 


25. = 2no(Vz+R2—]|z|), E=E,=0, 


5 ui —_n 
E. = 210 - ): P = |: , LE: AE 
pour |:| > A. 


La coordonnée z est comptée à partir du plan du disque. 


26. E = 2x2 (+) 1, pour |:|[<AÀ; 


0. 2R3p (y 
E — 272 (S WE TER } 1, pour |[2[>A. 


« 


La coordonnée z est comptée à partir du centre de la sphère. 


2H+ILV GHPENTS 
z—i+V G—-P+p+s l° 


28. p—= xp [ (z+#) VGEFAEER— (2—h) VER +R — 
_oespn es peint + EV CHA ER 
2(2+ 4h?) + R In| REV GER 
g=ap[ + VERRE (6-0) VENTE 

= Et VERRE 
1514 Ro] nee 


L'origine des coordonnées est au centre du cylindre. Après le pas- 
sage à la limite quand R —+0 et x R°p —+ q, le potentiel extérieur 
prend la forme 


27. p—=qiln 


| pour |2z2|<A; 


| pour |2[>4. 


_ ls1+h 
p=gin [=s|—kR ’ 


ce qui coïncide avec le potentiel du champ électrique produit par 
un tronçon disposé sur l'axe des Z entre les points z, = —hetz = h 
et uniformément chargé avec une densité linéique g. 


___ 2rRq 
29. a) PT VETR 
b) = 2xR0 In 2+h+VG+AÏ+R 
REVENIR 
données est au centre de la surface cylindrique; 


c) p—2no (V z2+ Ri—Vz+R:), où z est la distance au plan 
portant les charges; 


, où z est la distance au plan de l'anneau; 


, Où l’origine des coor 
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d) q= 218 (VAE R—|:—R|), où la coordonnée z est 
comptée à partir du centre de l'hémisphère; 


o) pe (e+ Re 24 IE Re] pour 0 


2np sh 3R?: 


< 
qe | (+ Rae 2 D) +R] pour z2>R, 


z<RÀ, 


one [etre ++ ER] pour :<0, 


où la coordonnée z est comptée à partir du centre de la sphère tron- 
quée. 


30. 210 [ (VAR |: R|)-VA +R, 
p = 102 pour |: | À, 
@—=—21n0|2| pour |2z|> 7/2. 


31. E = 0 (1 — e"R)1,. Le vecteur unitaire 1, est dirigé 


suivant l'axe de symétrie vers la convexité de l'hémisphère. 

32. Choisissons l’origine des coordonnées au centre de la sphère. 
Si le point d'observation de coordonnées sphériques r, 6 et # se 
situent à l’intérieur de la sphère, divisons, dans l’intégrale (1.11), 
le domaine d'intégration par rapport à la variable r’ en deux domai- 
nes: 0<r<retr<r’< R. Utilisons pour le premier le déve- 
loppement (A5.11) et, pour le deuxième, le développement (A5.12). 
Pour évaluer le potentiel à l'extérieur de la sphère, on se servira du 
développement (A5.12). Il vient finalement 


Pa (rs 0) = por (< R-—r) cosÿ@ pour r< A, 


Do (r, 0) — sie cos 6 pour r>A. 


33. Choisissons les axes des X et YŸ du système de coordonnées 
cartésiennes dans le plan de l'anneau et plaçons l'origine des coor- 
données à son centre. Le potentiel en un point d'observation quel- 
conque de rayon vecteur r est 


dl” 
p (r) = $ ee (1) 
où l'intégrale est prise sur la longueur de la circonférence de rayon R 
situé dans le plan ÀŸ et ayant son centre à l'origine des coordon- 
nées. Pour le domaine r > R on se servira du développement (A5.11). 
Alors, le potentiel (1) en un point d'observation quelconque de coor- 
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données sphériques r, 6 et sera représenté par la double somme 


© * 14 
Up D REP (AN ns (E ph. 
( 


l=0 mæ—! 


0 
LÀ 


Si l’on tient compte des formules (A5.9) et (A5.8), cette dernière 
expression prend une forme plus simple 


ptr, 6, ÿ)=27g 3 (À) *" P:(0) Pr (cos 8). 


I=0 


La valeur du polynôme de Legendre au point zéro est donnée par 
les formules (A4.6) et (A4.7), si bien que pour le domainer > Ron 
obtient finalement 


2h+1 (—41)R 
œp(r, 8, Ÿ)=27q > (À) : er CN pe (cos 8). 


e 92R (k 1)? 
Pour r << À, on trouve de façon analogue 


2h (—1)* (2k) | 


p(r, 8, y)=219 À (+) ER GE 


Rk=0 


Par (cos 6). 


Le potentiel trouvé ne dépend pas de l'angle d'azimut vw, ce qui si- 
gnifie qu'il possède une symétrie axiale. Aux points sur l'axe de l’an- 


neau (r = |z |, 60 — 0) il s'exprime par des séries 
ptet (4) C4) (434 

pour |[:[>AÀ, 
gmon(t+r(-3)+25(%) (—-2)(-2)+.) 

pour |z|<AÀ, 


qui représentent le développement des fonctions suivantes: 


23:Rq 1 

I51 Vi+RY? 
_ 274 

PT yrreR 


p— pour |:[>R, 


pour |[z|[<2À. 
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Ces dernières expressions coïncident avec le potentiel sur l’axe 
de l'anneau trouvé dans le problème 29, a). 


(— 134 (2x) ! 


r \2k+1 
22k+1L | (k+LA4)1 (5 —) Pon+ (cos 0) 


. p=$+$ 2 
pour r<R 


__Q Q . (—1)k (2k) ! R \2h+1 
Nr à 2 DRAET(HEA)T (=) Pan+1 (cos 6) 


pour r >. 
_ 4 D (— D (2%) ! 7 Pan (cos 8), 


AMIE Ur 
Q S (—1)#(2k+41)(24)! /R 2h D 
2 cn Non | +R Eos 0) 
To 2#kl(G+1! (5 ] 
pe N (— 1h (25) ! 


r° Ras 22R-1 (k—1)1(k+1)! 


R \2k Per-,(cos 6)—cos 8P.r (cos 0) 
- 7) sn? 
Eyÿ=0 
36. On divisera le domaine d'intégration dans l'intégrale (1.11) 
en deux domaines: 0<r'<r etr<r'< R. Pour le premier 


domaine est valable le développement (A5.11) et pour le deuxième, 
celui (A5.12). On obtient finalement 


. (= nt 
= 1pA? {1 TRS a+ > 2h (2k—1) k1(k+1)! 


LÉ 7) (9) Par (cos 8) }. 


$ 4. Force et énergie en électrostatique 
_ _Q 
37. F=x. 
38. Plaçons l'origine du système de coordonnées cartésiennes au 


centre de la sphère. La force qui s'applique à la moitié supérieure 
de la sphère s'exprime par le tenseur T, 4 de tensions de Maxwell: 


F,= | Tang dS + { Tapns dS 


S $, 
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où $, et S, sont la base et la surface de l'hémisphère. Les autres 
composantes de la force sont nulles: F, — F, — 0. En intégrant 


: : 4 
sur la base, il faut avoir en vue que les vecteurs E — Es pret n sont 
orthogonaux entre eux: 


RL. 246 .— _® 
| Tsens dS = | EtdS = 
So So 
Or, sur la surface de l'hémisphère, les vecteurs E — © et n sont 


parallèles et donc 


2 2 
| Tang dS = | ndS =. 
S! Si 
Il en résulte 


Un autre procédé de calcul : 


F.=p ( E.av= ep | rns AV = 


où l'intégrale est prise sur la moitié supérieure de la sphère. 
39. La valeur absolue de la force cherchée est de la forme: 
_ AT ps 
F = 3 P R3. 


A0. W=<. 


a 2 
41. W=, Q=4nRo. 


42. Si on élimine la petite sphère, la grande sphère présentera 
une cavité où le champ électrique sera uniforme: 


4x 
Dr 


le vecteur 1 étant orienté dans le sens du centre de la grande sphère 
vers le centre de la cavité (v. problème 22). D'où la force de répul- 
sion mutuelle des sphères 


4n 


Pour évaluer le potentiel du champ électrique à l'intérieur de la 
cavité indiquée, on utilisera la même méthode de résolution que 
pour le problème 22. Le potentiel sera alors égal à la somme des 
potentiels produits séparément par les sphères positive et négative : 


2 2 2 .. 
pr) = Rp (BRI— T2) — Ep (BRI—r'?) — 
= p [3 (RI— RE) + U— rl}, 
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où ret r’ sont les rayons vecteurs menés au même point d'observation 
à partir des centres de la sphère et de la cavité et r — r° = 1. 
L'énergie d'interaction cherchée représente l'énergie potentielle 
de la charge Q dans le champ extérieur œ (r) produit par la grande 
sphère 
= + pQ 13 (RI— RD —P) 
7 3 2 1 GE 
43. F = 2n*p,pe.RA1, U = n°p1p2R? (R? — R° — l*), où le vec- 
teur 1 est dirigé de l’axe du cylindre extérieur vers celui du cylindre 
intérieur. Son module est égal à la distance entre les axes des cylin- 
dres. 


44. p=e (+ : 


=+e)e-tr; p= + pour r «a, 


p=<e-?rle pour r>a; = ——, W=— 


45. U—2nRoe(V 5—4 cos 8 —1). 
"h 
6. F—2x — ——— 
46. F—2npeh (1 EN 
dirigé suivant l’axe du cône de la base vers le sommet. 
47. U—=2nRoe. 


48. U = e . La valeur de U restera inchangée si la charge Q 


) 12. Le vecteur unitaire 1. est 


est uniformément répartie en volume de la sphère. 
49. U=——. 
a 


$ 5. Equations de Laplace et de Poisson 
avec conditions supplémentaires 


50. On définira dans l’espace deux domaines de z<0etz > 0 
dont les potentiels p, = @, (z, y, z) et @e — Pe (x, y, z) satisfont 
aux équations 

Vip = 0, Ve = 0 
et aux conditions aux limites dans le plan ÀY : 
0: Ge y. 0) Le Pa Gr 0) ue &n0, cos (ax + by), 
Pi (x, y; 0) — p2 (x, y, O). 

Le potentiel cherché 

Pix, y,2) pour z<0, 
P(x, 7,2) = { 
Po (x, Y,z) pour 220 


décroît quand | z | > parce que la charge superficielle totale est 
nulle. Puisque la condition à la limite dans le plan ÀY est périodi- 
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que et la fonction cos (ax + by) se reproduit quand on lui applique 
3 2 
l'opérateur _n + _. , il faut chercher les potentiels sous la forme 


Pi = 1 (2) cos (az + by), pe — f, (2) cos (ax + by). 


En introduisant ces fonctions dans l’équation de Poisson et en sim- 
plifiant par le facteur commun, on obtient 


d? : d? 
She, = ? Le — Mf:== 0, 


où ?. =} a° + b°. La solution de ces dernières équations doit décroître 
quand |z|—>-c. Par cette voie, les potentiels sont déterminés 
aux facteurs constants près: 


P1 = @e:cos (ar + by), v: = a.e “cos (ar + by). 


Les facteurs constants a, et a. se déterminent par les conditions aux 
limites. [Il vient en définitive: 


2H0n 
À 


51. Le potentiel cherché est égal à la somme des potentiels pro- 
duits par chaque plan chargé (principe de superposition). Aussi, 
suffit-il d'étudier le champ engendré par un seul plan chargé. Les 
potentiels dus à deux autres plans chargés se calculent par un simple 
changement de coordonnées du point d'observation. La méthode de 
calcul du potentiel du champ électrique produit par un seul plan 
chargé est exposée dans le problème précédent. On a finalement 


9 = 


e-l:lcos (ax + by). 


9 
p= FT. [e-Al:lsin a,x sin b,y + 


-+e-klvl sin a x sin b,z + e-*l*lsin a;y sin 032] 


2. Le champ électrique produit par une distribution périodique 
de charge dans un domaine illimité est aussi périodique dans tout 
l'espace. De plus, ce champ devient nul si l’on pose p, = 0. C’est 
pourquoi, le potentiel cherché est déterminé comme solution par- 
ticulière de l'équation de Poisson 


__ Añp 
PE HAE 


L'intensité du champ électrique est calculée au moyen de la for- 
mule (1.6): 


= sin /,x sin /.y sin l32 


4HPo ; ; 
E = — HEBTE (cos Lx sin Ly sin lsz1, + 


+ Z sin l,x cos 2, y sin l371,, + l, sin Lx sin y cos l:71.). 
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93. Le potentiel 
Pi Pour 20, 
e= {| ç> pour z2>0. 
est solution des équations 
Vo, = —47p, cos kr, V“pe = 0 
complétées de conditions supplémentaires 


ô y. 0 AP (x, y, 0 
MER CREED Œœi (x, y, 0)=œ, (x, y, 0), (1) 


| Pi (x, y; — 00) | << CO, | Pe (x, y; co) | < O0. (2) 
Les deux dernières conditions résultent du fait que les charges ponc- 
tuelles et linéaires sont absentes alors que la charge totale est nulle. 
Puisque 
cos kr = cos (k,xz + k,y) cos k;z — sin (k,xz + y) sin Æsz, 
le problème considéré admet la séparation des variables 
: 4 
Pa = Ji (2) cos (kr + key) + Fi (2) sin (kr + ky) + Te cos kr, 
Pa = fe (2) cos (kiz + key) + F, (7) sin (kix + k:y), 
où le dernier terme du potentiel , est une solution particulière 
de l'équation de Poisson. Les fonctions f; (z) et F; (z) (i = 1, 2) 
satisfont à une seule et même équation 
d°f; 
d:? 


dans laquelle À = V'k: + ki. En tenant compte de la condition (2) 
on obtient 


— f;=0, 


f1() = ae, F,(2) = be, 
fa(z) = age, F,(z) = be”, 


Les facteurs constants se déterminent par les conditions aux limi- 
tes (1), si bien qu’en définitive on trouve 


Pi = pe {2 cos kr + [+ sin (k,r + k,y) — cos (k1x + ky) | ex} 


qe = fe eh | cos (x + kay) + 5 sin (kiz + Hay) |. 


54. Si la distribution de charge dans tout l'espace est paire ou 
impaire par rapport à l’une quelconque des coordonnées cartésiennes, 
le potentiel présente la même parité. Dans le cas considéré, 


p (x, y,—2) = — (x, y, 2). 
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Le problème est résolu par la méthode de séparation des varia- 
bles *) 


p (x, y, 2) = f (:) sin Az sin L.y, 
où f (z) est une fonction impaire qui satisfait aux équations 
d°f 


= — }2f = 0 pour |z|>a, 
d°f A2 = ,, : ” 
PC Sen 2f — — 471, Sin l22 pour [2] << a 


dans lesquelles À — V [? + l. Puisque la charge totale de la plaque 
est nulle, la fonction jf (z) décroît quand |z | —> oo. Compte tenu 
de ce qui précède, on trouve 


f (z) = bjeMz+0) pour z2< — a. 
5. 4 sin La: 

F2) = be (ee) + RE pour |21<a, 

f (z)= —b,e--0) pour Z2z>a. 


Les constantes d'intégration sont déterminées par les conditions 
aux limites (1.8) et (1.9). On obtient finalement 


Pi = Po [ (sin la + cos La) e-?2 sh Aa — sin lsa | X 
x e+0) sin /,x sin Ly (2 — a), 
Po = Po [ sin lz— er’ ( sin /3a + = cos la ) sh As | sin /,x sin Loy 


| | (I:1Sa), 
Ps = Po [ sin l,a — ( sin /3a + rs cos la | e-?4 sh da | X 


xX e”M:-a) sin lixr sin Ly(:>a), 


où on a noté @o = 4npo/(l} + LE + li). 

59. Si la distribution de charges présente une symétrie déterminée, 
le potentiel possède la même propriété. Le problème considéré est 
à symétrie axiale. Cela signifie que le potentiel cherché ne dépend 
pas de l'angle d'azimut . 

Désignons les potentiels à l’intérieur et à l’extérieur de la sphère 
par @, = ®, (7, 6) et œ, — œ: (r, 0). Ils satisfont aux équations 


Vp, = —4np, cos 8, Ve = 0 (1) 


et aux conditions aux limites sur la surface de la sphère 


0m (A. 9 0e (R. 0 
MI MAD, p, (À, 6) = q (A, 6). (2) 


*) La description ue la méthode de séparation des variables sous sa forme 
générale peut être trouvée par exemple dans l’ouvrage [7]. 


CH. I. CHAMP ÉLECTRIQUE STATIQUE 147 


En appliquant la méthode de séparation des variables, il faut 
tenir compte du fait que la fonction cos 8 se reproduit quand on lui 
applique la partie angulaire du laplacien en coordonnées sphériques 
(A1.46) : 


1 Ô 2 
5 à (sr0 + cos 6 }= —— cos 6. 


Il est donc logique de poser 
1 = Filr)cos 6, qe = F (r) cos 6. 


Alors, en simplifiant les deux membres des équations et des condi- 
tions supplémentaires par le facteur cos 8, on obtient un problème 
plus simple pour les fonctions radiales F, (r) et F, (r). Conformé- 
ment aux équations initiales (1), les fonctions radiales satisfont 
aux équations d'Euler 


1 7 ne — 2F,=— — hnpor?, (3) 
» Fe , T 
r- PCR + 2r —< — 2F;=0 (4) 


et aux conditions supplémentaires pour r — À qui découlent des 
relations (2). La solution particulière de la première équation est 
évidemment F, = —ñp4r", alors que la solution générale des 
équations homogènes (3) et (4) sera cherchée sous la forme de cr”, 
c et s étant des constantes à déterminer. En introduisant cr’ dans 
l'équation (4) et en simplifiant par le facteur commun, on obtient 
une équation du second degré 


S+s—2—0 


dont les racines sont s, = 1 et s, = —2. Cela signifie que les solu- 
tions générales des équations (3) et (4) sont de la forme 


C C 
Fi= cr ++ — por", Fi= cr +. 


De la continuité du potentiel au point r — 0 ainsi que de @: (œ, 6) — 
—0 on déduit que c—=c:—0. Les deux autres constantes sont 
déterminées par les conditions de raccordement des fonctions radia- 
les et de leurs dérivées au point r = /?. En omettant les calculs 
détaillés, nous nous contenterons d'indiquer Île résultat final 
qu = Por (/3R — r)cos 0, E,, = 2npo (r — */3R) cos 0, Es — 


= T0 CaR— Tr) sin6, £,y—0 pour r<R; q=— sis cos, Æ,, — 


… oct PaR* 
7 3rs 


cos 6, Eos =— ous sin6, Æ£,4—=0 pour r>R. 
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56. qu= + po (3R— 2r) rcos 4, RP EE E;y= 


Ur US: n° _ r£R; Q2 = À Po _ cos 

E,, = — _ Po + cos , Ex = pe + sin Ÿ, E:.=0 pour ft 
57. Pour r << R: qu= + or cos 8, Eir = — 00058, E ;e = 

= opsin 6, E;y=0; pour r> 2: gr = 0 co s6, ÆE;,,-- 
8rR°©0 4nR30 


=—3s  C0S0, Es sin6, Ex =0, Eor = 210 cosŸ, Eoy = 
— — 270 sin Ÿ, Eo: = 0 (E — 2n0l.). 


58. Pour r<<R: mg —0, E, —0; pour r > A: > — 


R ; 1 1 
— 210,À (= —) cos Ÿ; E>, —": 2710, R° (+ +) cos Ÿ, Er = 
— 910,R? x siny, Eo.=0. 
59. Es = Ta (9r—5R?)cos 8, Ejo = a (5R2— 3r2) sin 6, 
871aR Fa 


E,y=0 pour ps E;;:— 


pour r>A. 

60. Dans ce problème on donne deux domainesr£<Retr>R 
de potentiels @, et @.. L'équation de Poisson (1.7) et ee conditions 
supplémentaires (1.8) et (1.9) permettent d'appliquer la méthode 
de séparation des variables. Conformément à la relation (A4.18), 
on suppose 


cos 6, Æco — sin 0, E,4:=0 


15r3 158 


Pi = Fi (r) Pa (cos 0), 
Pe = Fa (r) Pa (cos 8). 


Les fonctions radiales satisfont aux équations inhomogènes d'Euler 


dF de | Ne 
re Or En (m1) F,= —4npor? (+), 
> dFo , dF3 2 de 
Fe PP 2e de nn +1)F:= —41poR? (+ +) 


et aux conditions de raccordement 
0F,(R) __4F:(R) 


or dr 
Puis, on opère comme dans le problème 55. On trouve finalement 


ir ERP” = sir) | (F)" PA (cos 0), 


Ç2 = 27P0R° a x (©"] Æ)""P, (cos 6). 


r 


F,(R)= F2 (R). 
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61. pi, = 1po/2? = (+) (+ )" cos np pourr< AR, 


ee aore( tt (27 (2) c0sn 
pour r > /1. 


62. Les potentiels @, = w, (r, +) à l’intérieur et @, — we (r, 1) 


à l'extérieur de la surface cylindrique satisfont à l’équation de 
Laplace et à la condition à la limite (1.9) 


Pa CR, Ÿ) = pa (R, +) = po cos ny. 


Les problèmes intérieur pour r < R et extérieur pour r > R sont 
résolus indépendamment l’un de ; l'autre par la méthode de sépara- 
tion des variables 


P, = Fr) cos nd, w = F, (r) cos ny. 


Dans ces conditions, pour les fonctions radiales F, (r) et F, (r) en 
obtient les équations d’Euler. Pour la résolution de ces équations 
il convient de partir de la continuité du potentiel au point r = ti), 
parce qu’à l’intérieur de la surface cylindrique les charges sont 
absentes. En outre, à l’extérieur de la surface cylindrique, le poten- 
tiel ne croît pas quand r augmente parce que la charge superficielle 
totale est nulle. Compte tenu de la condition à la limite (1.9), on 
trouve 


m=p(+) cosnyÿ pour r< À, 


gz= qo (À )" cos ny pour r>A. 

On détermine la densité superficielle de charge à partir de la 
condition à la limite (1.8) sur la surface cylindrique, qui n’a pas 
encore été utilisée 

— Fa 
PR 


63. Qi = Vo (+) [Yim (8, b)—Yin(8, Y)] pour r&A, 


cos nŸ. 


R \t+1 . 
p2= Fo (+) LYim (8, 4)— Yim (8, Y)] pour r>R; 


Ft? Pol Y' im (0, Ÿ) — Y'im (8, W)]. 


64. On applique la méthode de séparation des variables, en 


posant 
p (&, y) = ZX (à) Y (y). (1) 


O0 = 
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Le long de l'axe des Z, le potentiel est uniforme. L'introduction 
de la fonction (1) dans l’équation de Laplace donne 


dx œY 
dr? du? 
CR À 
ou 
d'X ; 
+ AY =0, (3) 


où À est une constante. Pour que la condition à la limite soit satis- 
faite dans les plans y = 0 et y = b, il faut que 


Y (0) = Y (b) = 0. (4) 


A l'équation (3) et aux conditions supplémentaires (4) satisfait la 
fonction 


Yh=ch sin — y, (5) 


où c, sont des constantes arbitraires et nr — 0, 1. 2 ... Dans ce 
cas À = (nx/b}°. 

Puisqu’à l’intérieur du domaine considéré les charges sont absen- 
tes, le potentiel cherché ne croît pas quand x — oo. Aussi, de deux 
solutions indépendantes de l’équation (2) ne garde-t-on que l’expo- 
nente décroissante pour chaque valeur fixe du nombre »: 


nt 
X,=be b”, (6) 
où b, est une constante arbitraire. 

Donc, la solution particulière de l'équation de Laplace est don- 
née par le produit des fonctions (5) et (6). Dans le cas général, à l’équa- 
tion de Laplace et aux conditions aux limites dans les plans y = 0 
et y — b satisfait une somme infinie des produits X,}, : 


® nt, se 
a nr us . + = 
p= Dane ? sin——y, (7) 
n=0 


où l’on a introduit la notation a, = c,b,. 
On choisira les coefficients a, de façon que la condition à la 
limite dans le plan z — 0 soit satisfaite elle aussi 


O0 


> An Sin — y = To. (8) 


n=() 
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A cet effet on profitera du fait que l’ensemble des expressions (5) 
forme un système complet de fonctions réciproquement orthogonales 
dans l'intervalle {0, b]. En multipliant les deux membres de l'éga- 


lité (8) par sin = y et en intégrant par rapport à y, on obtient 
Am =0 pour m—2k, 


“Te j Pour m—=2k<1i, 


Im x (KE 


où k = 0, 1, 2, ... Le potentiel (7) prend finalement la forme 


os (2k+1)x 
1 = % . (2kL{i)x 
p=RD ge © “sine, 


Dans le problème considéré, ainsi que dans certains autres pro- 
blèmes qui suivent, la solution est représentée sous la forme d’une 
série infinie bien que cette dernière soit parfois rendue sommable 
à l’aide de certains procédés mathématiques. 


sin CE+D A, shEtAE, 


4q a | 
65. CL _ ——_ 2 —— 2 À 
7 2k+1 (2:41) x 
_— ET 
sin Ce Le à y sh C9 d (a—x) 
+ 2k+1 ci (2k +1) Le | : 
b 


Le long de l’axe des Z le potentiel est uniforme. 

66. On placera l'origine des coordonnées au centre de l'hémi- 
sphère et on dirigera l’axe des Z le long de l'axe de symétrie vers 
la concavité. On développera le potentiel cherché o (r, 8) en série 
(A4.15) suivant les polynômes de Legendre 


gt, 8)= Ÿ Fa (r) Ps (cos 8), (1) 


où les fonctions radiales F, (r) sont à déterminer. En introduisant 
l'expression (1) dans l'équation de Laplace, on retrouve l'équation 
d'Euler 

2 dFh 
T dr 


— 10 F,=0 


avec solution 


Fa=an( +)" +, (2), 
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où a, et b, sont des constantes arbitraires. De la continuité du po- 
tentiel on déduit b, = 0. Il vient 


ptr, 0)= Y'a, (+)" PA (cos). (2 


n—=0 


Les coefficients a, sont choisis de manière à satisfaire aux condi- 
tions aux limites 


D an (+) P: (0)=0, (3) 
n=0 
Ÿ an Pn (cos 0) — o- (4) 
A0 


De la condition (3) on déduit que a., = 0 pour #4 = 0, 1, 2,..., 
de sorte que les séries (2) à (4) ne contiennent que des polynômes 
impairs. Pour déterminer les coefficients a.,+, restants, il convient 
de multiplier les deux membres de l'égalité (4) par P,, (cos 8) sin 6, 
d’intégrer par rapport à l’angle 6 dans les limites de 0 à x/2 et d'uti- 
liser les formules (A4.9) et (A4.11). Alors, on obtiendra 


— 13% (4k+3)(2k) ! 2R+ 1 
= qe 2 ire (7) 7" Paru (060) 
k=0 


(D (GK+3) (2H) I [AR \2h+1) 
67. P— Fo de ere (=) Pons, (cos 6). 
kæl) 


68. On écrira commodément la condition à la limite pour le 
potentiel œ(r, 0) sous la forme 
Ua (Pa— pr) pour  0<6< 7/2, 


.8)=!/, a } 
PCA, 0) = "/2(p +otf pour 1/2<0<. 


Puis, on représentera le potentiel cherché par la somme de deux 
termes œ(r, 8) = ®, (r) + œe (r, 6) dont chacun satisfait à sa 
condition à la limite 


Pi (A) = “/olpa + Po); 


Vo (Pa— ge) pour  0<6< 1/2, 


R,0) — 
P2 ) De pour n/2<60<n. 
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La forme de la fonction , (r) est évidente, alors que le potentiel 
2 (r, 6) sera déterminé de même que dans le problème 66: 


1 
P= + (Qa+ pe) + 


1 (DRE 3) (2H)! LR V2 +1) 
TT (Pa — Pe) > (=) Par+1 (cos 8). 
kh=0 

DA (0Z °h+1 
69. pi = Po+ Po Se (+) Pons (cos 8) (KR), 
h=0 


 (— D (2H 1)1/R \20+1) 
Per = Po > arr E (=) Pon+, (cos 8) (r > R). 
k=0 


Indication. Il est commode de choisir l’origine des coor- 


données au centre de la circonférence et de diriger l’axe des Z vers 
le demi-espace à étudier. Dans la solution de l’équation de Laplace, 
obtenue sous la forme de série de polynômes de Legendre, il con- 
vient de garder seulement des termes qui sont continus en variable r. 
Cette exigence délimite deux domaines situés à l’intérieur et à l’exté- 
rieur de l'hémisphère de rayon À dans lesquels la variation du po- 
tentiel en fonction de la variable r est bien caractéristique : 


q, (r, 0) — > an (=)" P, (cos 0) pour r<R, 


n=æ0 


Po (r, 0) — >” bn (2) P,(cos6) pour R<r. 
n=!) 


La condition à la limite dans le plan 8—=+ conduit à la con- 


clusion 
Go== Pos bo = 0 et Aom = bem — O0 pour m=1,2,..., 
Gont+s Æ 0 et borr, Æ 0 pour = 0, 1,2, ... 


Pour déterminer les coefficients restants Gez+, et bons, il faut 


utiliser la continuité du potentiel et de sa dérivée par rapport à r 
sur la surface de l’hémisphère de rayon r = À. 


(DCE) 2h 
70. p,=2xor » TRE DT ( +) Poux, (cos 8) (r&R). 
h=0 


210RS <a (—1) (2%)! [RL 
Pa = Ÿ serment) Par+ (cos 0) (r > R). 
h=0 
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71. L'axe des Z du système de coordonnées cylindriques est 
confondu avec l’axe de la surface cylindrique. Le long de cette di- 
rection, le potentiel est uniforme. Le potentiel intérieur @, (r, ) 
et le potentiel extérieur , (r, ) sont calculés indépendamment 
l'un de l’autre. On change leur origine en posant 


Pu= + (Pa + Po) + Gi (r, Ÿ), 
Pe — + (Pa ES Po) + Pa (r, Ÿ). 


Les nouveaux potentiels q, et ® satisfont à l'équation de Laplace 


et à la condition à la limite 
UoPa— pe) pour 0<Yÿ< x, 
qi CR, 4) =e4(R, = —12(Pa— Pr) pour r<ÿ<27. 


Puis. on applique la méthode de séparation des variables et on 
cherche la solution du problème posé sous la forme 
op) = F (r) ® (h), (1) 


où les indices 1 et 2 du potentiel sont omis. En introduisant l'expres- 
sion (1) dans l'équation de Laplace on obtient 


re (r 7 po 
dr \ dr dy* 
Cm à 


À étant ici une constante. La dernière relation contient deux équa- 
tions 


Lu D 0, (2) 


r2 ou +re — ÀF =0. (3) 


La première d’entre elles a pour solution 
D=Acos Viv+Bsin VA, (4) 
où À;,, B et À sont des constantes. Puisqu’après la variation de 
l'angle + de 0 à 2x, le potentiel (1) doit coïncider avec l'expression 
initiale, on a 
D (bp + 2x) = ® (ÿ). 


Cette égalité est vérifiée à la condition que VA = n où n = 0, 1, 

. On cherche la solution de la deuxième équationfsous la forme 
F=r. Après l'introduction dans (3) et la simplification par le 
facteur commun, on obtient s* — n° ou s = -Æn. D'où l’on trouve 


F=Cr++, (2) 
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C et D étant des constantes arbitraires. Le produit des fonctions 
(4) et (5) est une solution particulière de l’équation de Laplace. Dans 
cette solution on a D = 0 à l’intérieur de la surface cylindrique et 
C = 0 à son extérieur, parce que le potentiel cherché est une fonc- 
tion bornée. La solution générale est la somme infinie des solutions 
particulières 


P, (r, Ÿ) = à. (7) É (a, cosny +b,sinny) pour r<2A, 
n=0 
Go (r, Ÿ) = D. (+) (cAcosnt+d,sinnwd) pour r>A. 


n=( 


Les constantes arbitraires a,, b,, c, et d, sont déterminées par les 
conditions aux limites. La continuité du potentiel au passage à 
travers la surface cylindrique exige que Cn = An et dh = bh, alors 
que l'imparité des fonctions q, (R, %) et  (R, Ÿ) en variable 
conduit à a, — 0. Pour déterminer b,, on multiplie les deux mem- 
bres de l'égalité 


lo(Ça—ge) pour 0<ÿ<x, 


NY b, ° ={ 
2 HR —!/3(Pa— pe) pour a<ÿ<2n 


næ( 


par sin mvŸ et on utilise l'orthogonalité des sinus pour m# n. 
Alors, on obtient 


2 (Qa — 
br = 0, Dor+y — LE, 
où k=0, 1, 2, ... Finalement, 
a ) 2(%4 — É 1 2h+1 . 
6 = + ” RE ne: RE (—) sin(2k+1)% (r&R). 
—=0 


r 


a h 2 (4a — L 1 R \°k+1 . 
qe ER + MS (EE) sin (2 +0)Ÿ > R 
Re=0 


: à sin(2+1 2h+1 
72. q= AR) D pe (+)  +® (ER). 
R=0 
R 
Ja = 2RR (03 + 0) In — + 


| Ci sin (2k+1)ÿ {À 2441 
+4R (60e) D ER (À) +p (r>A). 
k=0 
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Le potentiel est déterminé au terme constant œ, près. Il est uni- 
forme le long de l'axe des Z qui coïncide avec l'axe de la surface 
cylindrique. 

73. On place l'origine des coordonnées au centre du cercle et on 
dirige l’axe des Z perpendiculairement au plan du cercle. En coor- 
données cylindriques. le potentiel ne dépend pas de l’angle polaire 
et, suivant la variable z, s'exprime par une fonction paire @ (r, —z) = 
—= œ(r, z). En appliquant la méthode de séparation des variables, 
on cherche la solution sous la forme 


(r, z) = F()2Z(). (1) 


En introduisant cette expression dans l'équation de Laplace, on 
obtient 


Pour que le potentiel (1) décroisse quand | z | —> œ, la constante C 
doit être réelle et positive € = À*, où pour fixer les idées on pose 
À >> 0. Alors, il vient 


Zoo 
= — 22 =0, (2) 
MF 1 dF on 
ne ++ MF=0. (3) 


De l'équation (2) on déduit 
Z — axe Mil, (4) 


où la constante a; est à déterminer. 
La solution bornée de l’équation (3) s'exprime par une fonction 
de Bessel (A6.2) d'ordre zéro: 


F (r) = byJo (hr), (5) 


multipliée par une constante arbitraire b;. 

Le produit des fonctions (4) et (5) est une solution particulière 
de l’équation de Laplace qui satisfait à une valeur fixe du para- 
mètre À pouvant varier ici de façon continue. C’est pourquoi, la 
solution générale est de la forme 


gr, 2)= À Aou (kr) ei di, (6) 
( 


où on a introduit, pour la commodité, la notation a;b, = Àc;. Le 
coefficient c,, en tant que fonction du paramètre À, est choisi de 
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manière que soit satisfaite la condition à la limite 


Co 


Î cxJo (ar)? di = 


0 


Po pour r<<AÀ, 
O0 pour r> A. 


La relation obtenue est le développement en intégrale de Fourier- 
Bessel de la fonction figurant au second membre de cette égalité *). 
Cela permet de calculer le coefficient c;, par la formule (A6.24). Il 
en résultera que le potentiel (6) s’écrira sous la forme d'une inté- 
grale par rapport au paramètre À qui est la suivante: 


qÜr, 2)=qoA À Jo (ar) Ji (LR) el an. 
[ 

Il est facile d'exprimer cette intégrale par des fonctions spé- 
ciales indiquées dans l’aide-mémoire [9]. Elle peut être également 
représentée par la série suivant les polynômes de Legendre qui a été 
obtenue, par un autre procédé dans le problème 69. 


74. qfr, :)=2n0R | Jotàr)J,(2R) e-ntel À. 
0 
75. q{r, 5) == | J, (Ar) sin Rens ; 
0 
= —Ÿ0 ___ pour r<R. 
T° l R°—7r° 

Indication. On écrira la condition à la limite dans le plan 

z = O0 contenant le disque, sous la forme 


p(r, 0)=@, pour r<R, 


9 (r, 0) 


pe =0 pour r>AÀ. 


La deuxième relation indique que les charges superficielles à l'exté- 
rieur du disque sont absentes. Puis, on se servira de la relation bien 
connue 


[Jo (rh) EE dr = + pour r< A; 

0 
S 0 pour r> A, 
| Zotra)sin man À dE — pour r< A. 


*) Pour le développement en intégrale de Fourier-Bessel consulter par exem- 
ple les ouvrages [7, 8]. 


158 REPONSES AUX PROBLEMES ET SOLUTIONS 


$ 6. Densité de charge des corps 
de différente configuration 


76. p=- cos pour r<R, p=0 pour r > A. 


71. p= eô(r) + (r LR), p=0(r>R); Q—=2e. 


78. La sphère de rayon À est uniformément chargée avec une 
densité superficielle o = Q/4nR*. 

79. La surface cylindrique de rayon R est uniformément chargée 
avec une densité superficielle o = q/4nR. 

80. a) 2Roô (x° + y° + 2° — R°), 2Roû (r° + z° — R°). 
où (r — R); 


b) 2Rqô(x?+y2— R2)6(:),  qô(r—R)ô(:), + ô(r—R) x 


>» Ô (cos 8) =—ô(r—R)6 (9——) . 
c) q6(x)ô(y), Lô(r), 8 (1—cos°8); 


d) oô(z), oô(:), + 6 (cos 8) =— 6 (8—+); 
e) 2R0oÔ(1°+ y? — R°), oô(r—R), oô(rsin0—R). 


Indication. Ilconvient de considérer un élément de volume 
A V qui contient une partie de la distribution de charge donnée 
ayant pour valeur 


AQ= | p dY. (1) 
iv 

La distribution volumique p cherchée doit satisfaire aux con- 
ditions suivantes. Si c’est la distribution de charge sur la surface 
avec une densité superficielle o qui a été donnée primitivement, 
après l'intégration de (1) par rapport à la coordonnée transversale E : 


AQ = | o dEdS, 
SV 


l'expression pour la charge AQ doit prendre la forme 


AQ = | o dS, 


où AS est une partie de la surface chargée donnée qui s'est trouvée 
à l’intérieur du volume considéré. D’une manière analogue, si c’est 
la distribution de charge sur un contour linéaire avec une densité 
linéique q qui a été donnée, après l'intégration de (1) par rapport à 
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deux coordonnées transversales Ë et n : 


AQ= | p dE dndl, 
AV 


l'expression pour la charge AQ doit prendre la forme 
aQ= | qu, 
ÂL 


où AL est une partie du contour linéaire chargé donné qui s'est 
trouvée à l’intérieur du volume considéré À Y. 


81. a) p—2Roô(rx?+y2+z?— R'})n(z), p=2Roô (r° + z7— R°)x 
xXn(), p=08(r—R)n(5+—8) : 

b) p=2Rqô(r+y— R°)6(z)n(y), p—gô(r— R)6(z)n(n—), 
p= ô(r—R)6(cos6)n(x— 1) ; 


c) p=qô(x)(y)In(z)—n(2—0)}), p=#6(r)(n()—n(2—2)], 
p=#6(1—cos8) n(+—6)[ntr)—n(r—1)]; 

d) p=0ô(z)n(R?—22—y2), p=0ô(z)n(R—r), p=< 6 (c0s8) « 
Xn(R—r); 

e) p=2Roô(z?+y2—R?)|n(z)—n(z—1)}, p=oô(r—R): 
xXIn(@)—n(@—2] p=oê(rsin8— AR) n(+—06) [n(r)— 
—n(r-Vr+ Re). 

82. p= 2 /1+(E 1) (+ —1)6(. 


Viet) SR (SE et) 


84. Une charge de densité linéique q = ‘/,na est uniformément 
répartie le long de l’axe des Z. 


85. a) Deux plans x = a et x = —a, uniformément chargés 
avec une densité superficielle o ; 
b) deux droites x = a, z = O et x = —a, z = 0, uniformément 


chargées avec une densité linéique g; 
c) un cercle (x — a)° + (y — b)* = a° + b* situé dans le plan 
XY et uniformément chargé avec une densité linéique g; 
DR 2° y® 
d) une sellipse = + 
avec une densité linéique q = |; charge to- 


21 V'ai+(L?— a?) r° | 
tale de l’ellipse est égale à Q; 


— À située dans le plan XŸY cet chargée 
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4 


b° 


e) une surface elliptique + +=, chargée avec une 


densité superficielle 


ee 
seb VAE (1) + (1) 


La charge totale de la surface elliptique est égale à Q. 


$ 7. Moment électrique dipolaire 
87. p= © 6(8—0)n(—r), B=arcsin À; de—dy=0, 


9 te 
d, = ER noR!? V 1— R2/E2. 


88. p——6(:)6(p—Yr)n(—r); dx='/2ql2c0S Yo, dy = 
— 1/,ql2 sin Vo: d, = (. 


89. Le dipôle ponctuel de moment d est le cas limite du système 
de deux charges e et —e où la distance / entre les charges tend vers 
zéro et leur valeur absolue tend vers l'infini de sorte que 


lim ei — d, 
1-0 
le vecteur 1 étant dirigé de la charge négative vers la charge positive. 
La distribution de densité volumique dans le cas où les charges 
e et —e sont placées en des points de rayons vecteurs r+ = ro + 1 
et r-—=r, se décrit par la fonction p,(r) = elô (r — r};) — 
— Ô (r — r_)]. Si, dans cette expression, on passe à la double limite 
l +0ete —+ co, on obtient la densité volumique de charge du dipôle 
ponctuel 
: Ô(r—r,)—ô(r—r)  , 9'ê(r—r') 
POIDS 0 OT er,” 


Co 


où la dérivée dans le sens du vecteur 1 est prise par rapport aux coor- 
données avec prime. D'après les formules (A1.11) et 


9'Ô(r—r’) __ d0(r—r’) 
A d1 


l'expression obtenue peut être mise sous la forme 
p(r) = —(dV) à (r— ro). 
90. p— d(r—ro) 


lr—ro fl 
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22 U-Q%; F-Q(<0r +). 


rs ? rs 
4rnaR® | d 3 (dr)r' 4 Lu 
93. à) FR (SE), NE dxr); b) F= 


= (rd+2(dr, N=Æar(dxr). 


3 pp 
94. F,=—F, F=-{{r (did) —5 (dir) (d2r)] r + r2{[(dor) di + 
+ (dr) d,]}; N,= EX) SG QXN, N,— (Aux de) + 
3 (dir) (ds X 13 


rÿ 


À 


95. @ — —ar/r*. Le vecteur a est le moment du dipôle ponctuel 
pris avec le signe moins. 

96. Le moment électrique dipolaire P (r°) dV” d’un élément de 
volume dV” placé en un point de rayon vecteur r’ produit au point 
d'observation de rayon vecteur r le potentiel suivant: 


no LT dv", 


où R—=r—r. D'apres le de superposition on trouve le 
potentiel produit par le moment électrique dipolaire de volume V: 


P R 
pu= | ee dv”. (1) 
Ê 
On utilisera la relation 
., P _d Er 
div = R rad R 


où les dérivées sont calculées par rapport aux coordonnées avec 
prime. Alors, l'intégrale (1) peut être mise à l’aide du théorème de 
Ostrogradsky-Gauss (A1.15) sous la forme 


_£ P(r) , div'P(r’) ,,» 
quo = $ A as — [a 


On étendra le volume V indéfiniment dans tous les sens. Dans ce 
cas. l'intégrale sur la surface S qui limite le volume V devient 
nulle. Cela tient à ce que la fonction sous le signe de l'intégrale de 
surface S décroît plus vite que {/r'% alors que la surface d’intégra- 
tion $ augmente proportionnellement à r'*. Il en résulte 
__f —div’P(r) 
Poe | dv". 

En comparant l'expression obtenue à la solution générale de 

l'équation de Poisson (1.11), on arrive à cette conclusion que le 
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moment électrique dipolaire réparti produit dans l’espace le même 
champ électrique que celui dû à une charge de densité volumique 
p (r) = —div P (r). 


$ 8. Tenseur de moment électrique 
quadrupolaire 


e Das = 0 pour af, D; — Ds — —36ea*, D;3 — T2ea?; 
d = 0. 
99. a) d,\ = de = 0, d3 = *QR, Dog = 0; 
b) d\ = de = 0, ds — QR, Dep = 0; 
C) di = de = 0, d3 = VSQR, Dog — 0 pour a & f, 
Dyy = Dos = QR°/12, Das = —QR*6. 

100. Du _ 0. 

101. Passons au système de coordonnées avec prime dont l'ori- 
gine est située au centre de courbure de l'hémisphère et les axes des 
X', Y’ et Z’ sont parallèles aux axes de même nom des X. Ÿ et Z. 
Dans le système de coordonnées avec prime on a d' = d, = 0, 
d, = QRI/2 et D;,p — 0. Utilisons la loi de transformation de coor- 


données 


r=a+tr, 4m —=a—R, a; =0 


et établissons la relation entre les composantes des tenseurs D, 3 
et D;p dans les systèmes de coordonnées initial et avec prime 


Dep = Dés + Q Gacas — d'os) + 3 (aadg + dia g) — 2ad'6, h. 


On en tire 
2 6 3 
D. =07 ( 2 ] 
TONGS A 
on 12 (t 
102. pe (2 —x 0 | 
0 O0 —4xn 


103. Représentons le tenseur de moment électrique quadrupo- 
laire de l’ellipse chargée sous la forme 


Das = 9 Ÿ (Bras — r'6ap) dl, (1) 
où l'intégrale curviligne est prise {sur le contour de l'ellipse 
z2 y* 4 

tel veto 1H. (2) 


On voit que les seules composantes non nulles du tenseur D, 4 sont 
ses composantes diagonales. L'intégrale (1) prise suivant le contour 
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fermé est égale au quadruple de l'intégrale prise sur l'arc d’ellipse 
situé dans le premier quadrant du plan XYŸ. Remplaçons l'inté- 
gration suivant cet arc d'’ellipse par celle suivant l'intervalle [0, a] 
de l’axe des ZX : 


Du=4g | (2° — y?) V’1+(2) dz, 
(9 


où la fonction y — y (x) est donnée par l’expression (2). En utilisant 
le changement de variable x = aë et la formule b* — a° (1 — &*), 
mettons cette dernière intégrale sous la forme 


{ Er 


D,, — 4qa | [3E2—1—+e(1—E2)] V d£. 


L 4 
t) 


Développons l'expression sous le signe somme en série suivant le 
petit paramètre e° et gardons les deux premiers termes de cette série. 
Les intégrales par rapport à la variable E qui y apparaissent sont 
données dans les tables de fonctions. On obtient finalement 


D,,= xqa* (1++ e}, D: — ñqa° (1-6) | 
a —Qnqar (1—+e), Dog = 0 pour a 5 f. 


104. Ecrivons le tenseur de moment électrique quadrupolaire 
cherché sous la forme 


Das = 0 À (Brerzp — rap) dS, 


l'intégration étant étendue sur la surface elliptique fermée 


2 2 -2 
È Ty +— = À. 
a b* 


Dans le cas d’un corps de révolution il suffit de calculer seulement 
la composante Ds. Changeons les variables 


z=ax, y—=ay, z = bz 


et passons à l'intégration sur la sphère de ravon unité 
P P 


D33 = 6a2 $ (2b2z"2— a2(x'2+ y?)] X 
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2 =T "y", 
b = a ({+e*) pour b> a, 
b* = a* (1 —e*) pour b< a. 
Développons l'expression sous le signe somme en série suivant le 


petit paramètre e* et gardons des termes à sa plus petite puissance. 
On trouve finalement 


où le signe plus est pris pour b > a et le signe moins pour b < a. 
Les autres composantes du tenseur cherché sont 


Du = Dos = —"oD 33, 
Dep = 0 pou axf. 


105. 
0 1 0 —1 0 0 
Ds tou |: 0 o Dig = 12 | 0 1 o) 
0 0 O0 , 0 0 O, 
1 —1 0 
as=-=1l1 1 O0]. 
| a(: 0 3 
106. d, = d (cos & — 1), d, = dsin «, ds = 0; 
4 (1 +cos a) 3 sin œ 0 | 
Das mai | 3 sin œ — 2(1—+cosa) (® | 
| () 0 —2(1+cosa) 


Indication. Il convient de considérer chaque dipôle ponc- 
tuel de moment d comme le cas limite d’un système de deux charges 
e et —e qui sont placées à la distance / l’une de l'autre et se rappro- 
chent indéfiniment tout en croissant en valeur absolue. Dans ce cas 

lim el — d, (1) 

1-0 

Co 
le vecteur 1 étant dirigé de la charge négative vers la charge positive. 
Dans les composantes du tenseur de moment électrique quadrupo- 
laire écrit pour un système distinct de deux charges e et —e, il faut 
passer à la double limite / +0 et e — oo et tenir compte de (1). 


107. Dus=0 pour aÆf, Di, —Der—<(at—b), Das-- 


= (b— a). Après la rotation de l'ellipsoïde, le tenseur D, 
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prend la forme 


3sin°æ— 1 O0 3sin'acos a: 
Ds = = 0 —1 0 | | 


3sinacos& O0 3cos°a—1 
108. 


© 
] 


[a® (3 cos a — 1) + b2 (3 sin? a — 1) — c°], 


[a® (3 sin a — 1) + b° (3 cos &— 1) — c2?], 


© 
è 
| 
© © CLS 


Ds = + (20? — a? — b?), 
Dy> = 2 (a?— b?) sin a cos a, 
Dis = Des = 0. 


1 (Ù 0 
109. D= ( 1— 3 sin? « ao : 
0 3sinacosa 3sin°a—2 


ô 
110. E, (r) = Dopto si e). 


2 r: ro 
111. p=+ Gags (3Zate — 2048). (En se servant {de la relation 
Gapdapl? = Aoodastats et des formules (A2.16) et (A2.22), on peut 
mettre Île potentiel sous forme canonique 
Daprats 
= JR 
dans laquelle le tenseur 
Dog = 3 [3 (aop + Apa) — 240 pl 


est symétrique et sa trace est nulle D,, — 0. Cela signifie que les 
composantes de D, forment le tenseur de moment électrique quadru- 
polaire. La quantité as est proportionnelle au tenseur de moment 
électrique quadrupolaire dans le cas où acp = Gga €t Gun = 0. 


M2. de (OO), ds (Qi + OM), de= —100: 


V2 
D;; — F? + (QS + Q!2), De — y + (Q5 — QE), 
D;:— y + (QT —Q1), D = Q$” + AE (QE? + QÉ), 


Da=—iy F(QP+O, Du 20. 


166 REPONSES AUX PROBLÈMES ET SOLUTIONS 


113. a) U — ea? 240. 


0x? ? 
2ea d®(0 d? 2 
D) U—ep() + SE (3 2e ) 9 (0): 


C) Da (oa a) 6 O0: 
d) U=Q(0+$ (++) p (0). 
114. U=Qp(0)+< (a ma + a) , 0: 


0x" 
ee 2 

F-QE(0)+< {at 25 +b 2) E (0), 

où E (0) — — grad æ (0) est l'intensité du champ électrique extérieur. 
1 @E 

115. F -- QE + (d grad) E + Das 5e oz 
où l'intensité du champ électrique et ses dérivées sont prises en un 
point situé à l’intérieur du système chargé. Ce point sert d'origine 


du systeme de coordonnées cartésiennes dans lequel sont calculées 
les grandeurs d et D,8. 


1 0E+ RS Fe 
116. WV, = EapvdBE y + EaprDpe , où l'intensité du champ 


électrique et ses dérivées sont prises en un point situé à l'inté- 
rieur du domaine chargé. Ce point sert d'origine du système de 


coordonnées cartésiennes dans lequel sont calculées les grandeurs 
d et D 8. 


117. F— — 66e SE ; 


N— 72ea2 250 : N, — — 72ea 2 0Ex Ex (0 N.=0. 


118. N,—N,—0, N,=— 


$ 9. Champ à grande distance 
du système chargé 
1—3cos 6 

—=— ; 


119. à) p—<qR° 


b) p= pr? ( he) 132 


c) q=nonR (RE) IE 
gl 3 cos? 6 — 1 
JP 
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120. a) dit 


e 
b) dr DT FU 5 4 cos? Ÿ)] ; 
c) q— — sin? 6 sin 21. 


0 0 1 
121. Du tai [0 (ÿ o ç= Gad +. 
1 O O 


123. q— es PE (+9) |. 


Indication. On utilisera la méthode exposée lors de la 
résolution du problème 101. 


124. = LH< > (Rx + Hz) + (+ Re) (+ R? + 


Hg) + (SUR) 28 + 6Rhz | 
Indication. On utilisera la méthode exposée lors de la 
résolution du problème 101. 
125. a) p=< TL 13 (a? cos’ + b sin?) sin? 6 — a°— b?]; 
b) p=L++ Qu a?) 
C) p=t+£ [a? (3 sin? 6 cos? y — 1) + b2 (3 sin? 6 sin? Ÿ— 1) + 
+ c’(3cos°6 4) 
126. o(r, 8, b)= S CT Q{P, (cos), 
= 
QP"? — 210 R260p, 
où Æ— 0, 1, 2, ... 
= 120Rd 
127. F,—F,=0, F,- RP ; 
N°20 N: pu 


7: Ÿ 


8, ÿ 000 4 30 fLrun(i—Æ) +de] + 


à Lun (1%) ute[un (15) +245 | et}. 


QE 2h41) i2xoR°h+S (2k) | 
7 2R+IL{(k+A)1 ? 
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Ÿ 3R? 2R 
129. F-S[(1—-5 )2— 21, |. 


130. AF, = 15 (a2x2 + btp +. c222)— r2 (Ba2+ b2+ c°)], 


AF, = > 2 [5 (a2r2 + by? + c222) — r? (a2 + 3b2 + c°)], 


AF, = (5 (ax? + hey? + cè22) — r2 (a? + b2 + 3c2)]. 


131. U — — 3888 Te - 


$ 10. Couche bipolaire 


132. pt)=2nr (1 El) pour 20, p(0)= 
2xtTR°? 
C2 A) 


pour 2>AR, p(R)=—V2nx, 


E,=E,=0, E,— 


133. @ (2) = 2nr ( 5 


pU)=—2nr(1+- } pour z2< À. 


22 RAR? 
134. En coordonnées cylindriques, @—2t(x—#) pour 0< 
<Y<27r, p—0 pour #—=0; E,;,—EÆE.—=0, Ey;—21t/r. 


2nteR? 

135. F;= Fy=0, F,= TVEERS 

136. Au-dessus de la face positive de la couche bipolaire, @ = 
— 2nt. Sur sa surface, @ — 0. Au-dessous de la face négative,  — 
= —Qnt. 

137. Le potentiel de la couche bipolaire @ = 1{ où Q est l’angle 
solide sous lequel la face positive de la couche est vue du point 
d'observation (pour la face négative, les raisonnements sont analo- 
gues). Supposons que la couche se déplace parallèlement à elle-même 
d’une quantité da. Alors, un élément dl’ de contour Z sur lequel est 
tendue la couche considérée balayera une surface da X dl’. Cette 
surface est vue du point d'observation sous l’angle solide 


BRIE où le vecteur R = r — r’ est porté de l'élément de 


surface vers le point d'observation. La variation totale de l’angle 
solide lors de la translation de la couche est 


dl'xXR (4) 


aQ — da R3 e 
L 
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Le potentiel au point d’observation variera respectivement d'une 
quantité d = t dQ. Si la couche est immobile et le point d'obser- 
vation s'est déplacé dans le sens opposé d’une quantité de — —da, 
la valeur numérique de l’angle solide (1) ne changera pas. Pour- 
tant, la variation du potentiel s'exprime dans ce cas par l'intensité 
du champ électrique sous la forme 

dp — -- der À MXE — deE. 
L 


Le vecteur de étant arbitraire, on trouve 


” dl’ x (r—r") 
ROSES Re 


CHAPITRE II 


CHAMP MAGNÉTIQUE STATIQUE 


$ 1. Equations de Maxwell et conditions 
aux limites en magnétostatique 


138. Si le champ magnétique donné satisfait aux équations 
homogènes de Maxwell rot H = O0 et div H = 0, il existera a priori 
une telle distribution de courant à l'extérieur de la cavité et sur 
sa surface qui produit ce champ. Au contraire, si le rotationnel ou la 
divergence du vecteur H à l’intérieur de la cavité sont non nuls, 
aucune distribution de courant ne peut créer le champ magnétique 
considéré. Il est donc nécessaire de calculer le rotationnel et la diver- 
gence de la fonction vectorielle donnée: 

a) oui: (rot H = 0, div H = 0): 

b) non: (rot H = (1, + 1, + 1)6, div H = O0); 

c) oui: (rot H — 0, div H = O). 

139. Non, parce que div j # 0. 


140. a) j — —  [f()a+ df(r) (rX(a x dj; 


2r 


b) j—-— — [3 (ar) b— (ab) r]; 


C) jr = jo —< 0, je = sin pourr<R,i=0 pou r>R; 


ber 


d) jy =0, jy =, j2= 2 pour Eee j—=0 pour r>A. 
144. De l'équation de ou rot H = — = j il résulte que 


div j — 0. Cela signifie que l’intérieur de la rérion limitée donnée 
est parcouru par des courants fermés dont les lignes de courant sont 
des courbes fermées. On pourra donc décomposer l'intégrale de volu- 
me en une somme d'intégrales 


fiav= > Jéat (1) 
i L; 


prises sur des tubes suffisamment minces et fermés auxquels on peut 
appliquer le remplacement 


j dv; — J, di;, 
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où J; est le courant filiforme dans le i-ième tube et dl, l'élément 
d’axe L,; de ce tube de courant. L'axe de chaque tube est dirigé 
suivant des lignes de courant fermées correspondantes. L'égalité 
(1) est d'autant plus précise que les tubes de courants choisis sont 


plus minces. L'intégrale de ligne 4] dl, est nulle de même que la 
Li 
somme des vecteurs formant un polygone fermé. C'est pourquoi 


[ j dV — 0. 
” 145. Pour un volume quelconque V on a 
div A (r) = À se 10) Sdhnlt à div 10 dv, 


ter] 


où on a utilisé div’ j(r’) = 0. Dans cette dernière intégrale, la 
divergence est calculée par rapport aux coordonnées avec prime. En 
se servant du théorème de Gauss-Ostrogradsky (A1.15), on trouve 


div AE —EÈ ET Re ds”. (1) 


Si les courants circulent dans un volume limité V, alors j, (r') 
s'annule sur la surface d'intégration et la condition de Lorentz 
est satisfaite. Dans le cas où les courants circulent dans un espace 
illimité, l'intégrale de surface (1) devient elle aussi nulle quand le 
volume V est étendu dans tous les sens. Cela tient à ce que la surface 
S croît proportionnellement à r’*, alors que la fonction sous le signe 
de l'intégrale décroît plus vite que 1/r'°. 

146. Le courant constant doit circuler dans une région limitée. 
Dans ce cas, l'expression { jA dV est invariante par rapport au 
changement d'état pris pour zéro (II.10) et s'interprète physique- 
ment comme énergie d'un champ magnétique. 


148. a) i,—i, —0, i, = dans le plan xz=a.i,—i, =0, i. — 


= —<E Gans le plan r—b: 


4 
. : ; cH 
b) i, =i, =0, = —7— dans les plans z—a et x--b, 
c) tt =Ù, =, où l'axe des Z du système de 


coordonnées cylindriques est dirigé suivant l'axe de la surface 
cylindrique parallèlement au vecteur H. 

149. a) En coordonnées cylindriques: j = ô (r — R)i,; 

b) en coordonnées cartésiennes: j — J6 (x) à (y) 1.; 

c) en coordonnées cartésiennes: j = à (z) i,; 
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d) en coordonnées cylindriques: ÿ, = j, = 0, jy; = J6 (r — 
— À) à (z); 

e) en coordonnées sphériques: j, = je = 0, jy —= Gwrûô (r — 
— À) sin 6; 

f) en coordonnées sphériques: j, = je = 0, jÿ = 60 sin 8,6 x 
X (6 = — 6). 

150. Non, parce que div jÆ0 où j = i0 (x) (1,e-"" + 1e). 

151. a) Les plans x = a et x — —a sont parcourus par un cou- 
rant de densité superficielle i,; b) les droites x = a et x = —a 
situées dans le plan XŸ sont parcourues par un courant filiforme J 
circulant parallèlement à l'axe des Y. 

152. Appuyons sur le contour Z une surface quelconque S qui 
transforme l’espace environnant en un domaine simplement con- 
nexe. En des points qui ne se situent pas sur le contour ZL parcouru 
par le courant, l'équation de Maxwell (II.2) est homogène : rot H — 
— (0. En vertu du théorème (A1.22), le champ magnétique en ces 
points peut être représenté sous la forme H — —grad ® où ® — 
= O (x, y, z) est une certaine fonction donnée dans le domaine 
simplement connexe. Prenons-la sous une forme telle que la deuxième 
équation de Maxwell div H = 0 soit satisfaite elle aussi lorsqu'on 
y introduit l'expression H — —grad ®. A cet effet, la fonction ® 
doit être solution de l'équation de Laplace V*® — 0 avec la con- 
dition supplémentaire qui découle du théorème sur la circulation de 
l'intensité de champ magnétique 


L 4 
$ Hr d= JS. (1) 
C 


Ici, x est le vecteur unitaire de la tangente au contour à inté- 
gration C traversé par le courant filiforme J. En outre, à l'infini, 
la fonction ® s’annule si le contour Z parcouru par le courant se 
situe dans un domaine limité. La fonction © ainsi définie s'appelle 
potentiel scalaire de champ magnétique. 

La surface S s'appuyant sur le contour L parcouru par le courant 
coupera le contour à intégration € en un certain point. Désignons 
par des points 2 et 1 l’origine et l'extrémité du contour coupé C”’. 
Les valeurs du potentiel en ces points, de part et d'autre de la sur- 
face S, seront désignées par ®, et ®,. L'intégrale (1) prise sur le con- 
tour coupé est 

D 4n 
— | D d= DD JT. (2) 
LL 
Comme on le voit, le potentiel scalaire O subit une variation en 
forme de saut au passage à travers la surface S s'appuyant sur le 
contour de courant L, bien que la dérivée 90/07 reste continue. Dans 
ce cas, la valeur de © coïncide de façon formelle avec le potentiel 
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d'une couche bipolaire S dont la densité de moment électrique dipo- 
laire est J/c. Ainsi, le potentiel scalaire O satisfait à l’équation 
V°® = 0 et à la condition supplémentaire (2) sur la surface fixée S 
s'appuyant sur le contour de courant Z. 

153. On choisira comme surface fixée, s'appuyant sur le contour 
de courant, un demi-plan y = 0, zx > 0. On cherchera la solution 
de l'équation V“® = 0 avec la condition supplémentaire 


oc cr 


en coordonnées . Ici, le contour à intégration C; est 
une circonférence de rayon arbitraire r centrée sur l’axe des Z. Son 
plan est perpendiculaire au courant filiforme J. Le contour à inté- 
gration C; est coupé en un certain point par le demi-plan y = 0, 
z > Ù. 

Des hypothèses du problème on déduit que la fonction cherchée 
ne dépend pas des coordonnées z et r et varie avec l'angle polaire 
suivant une loi linéaire ® = ®, + ay où ©, et a sont des cons- 
tantes. La condition supplémentaire est satisfaite pour a = —2J{c 
et un ®, arbitraire. Ainsi, le potentiel est déterminé à un terme 
arbitraire près. On obtient en définitive 


DD +, H,=H,=0, Hy= 2. 


La fonction ® varie par bond de 2 J au passage à travers le demi- 
plan y = 0, x > 0 qui confine avec le courant filiforme J. Si l'on 
pose la constante arbitraire égale à ©, — 2 J, la valeur de ® coinci- 


de de façon formelle avec celle du potentiel d’une couche bipolaire 
y = 0, zx > 0 dont la densité de moment électrique dipolaire est 
J/e (voir problème 134). 


$ 2. Moment magnétique 


2 
137. oo — one ( JE 


on —) Si la charge est étendue sur la surface 


de la sphère, la vitesse angulaire sera 5/3 fois plus faible. 
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La conception de l'électron comme de la sphère chargée en rota- 
tion est en contradiction avec le postulat fondamental de la théorie 
de la relativité selon lequel la vitesse de mouvement des points 
matériels ne dépasse pas la vitesse da la lumière dans le vide. Or, 
dans le modèle classique considéré de l’électron, la vitesse linéaire 

— @R des points périphériques d'une sphère en rotation est de 
deux ordres de grandeur supérieure à la vitesse de la lumière dans le 
5 hic 


: . . « . [2 
vide. C’est ainsi que dans le cas d’une sphère pleine on a le 


2 e 


 hc = 
où —— 137. 
€ 


158. On passera au système de coordonnées avec prime r = 
— a + r” dans lequel la distribution de densité volumique de cou- 
rant se décrit par la fonction j” (r') = j (a + r’) et le moment ma- 
gnétique par 


po rx j'(r) dv". 
Après changement de variables d’intégration Fr —r—a, il vient 
, 1 : 


Puisque le vecteur a est arbitraire, le deuxième terme s’annule 
dans le cas où 


{iav 0. (1) 


Pour les courants circulant dans un domaine fini, la relation (1) 
a été obtenue dans le problème 144. 

Si les courants circulent dans un espace indéfini, l'intégrale 
impropre (1) sera définie par 


[ jav 1. (2) 


On multipliera scalairement les deux membres de l'égalité (2) par 
un vecteur constant arbitraire 1 = grad (rl). Sous le signe de l’in- 
tégrale, on utilisera l’identité 


j grad (rl) = div [(rl) ji] 
et on transformera, pour un certain volume fixe V, l’intégrale de 
volume en intégrale de surface 


& (rl) jh dS = 11, (3) 
S 


où $ est une surface fermée qui limite le volume fixe V. Puis, on 
passera à la limite S$ —> oo, en étendant la surface fermée dans tous 
les sens, ce qui correspond au passage à la limite V —+ co. 
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A l'infini, la densité volumique de courant j décroît plus vite 
que 1/r* parce que le moment magnétique a une valeur finie. Puisque 
$ augmente proportionnellement à r°, l'intégrale de surface (3) 
s'’annule quand S —> oo. C'est pourquoi II = 0. Le vecteur | étant 
arbitraire, l'intégrale (2) est aussi nulle. La relation (1) et l'égalité 
u —= nu’ sont démontrées. 


159. W = uH. 
Indication. On se servira de la relation A=-(H X Fr). 
QR° 
160. W=<— (oH). 
161. Ecrivons le moment des forces sous la forme 
1 : H ‘ 
N-+ | (rH) ja — = Î (rj) dV. 


En utilisant le remplacement (11.17), décomposons les intégrales 
de volume en une somme des intégrales de lignes prises sur les axes L, 
des tubes de courant minces 


N=2 SJ, [6 (rH) di—H@ (ra |. (4) 
î L; L, 


Appliquons à la deuxième intégrale le théorème de Stokes (A1.17) 


êr di, = | rot rdS,—0, 
L, S; 
et utilisons dans la première la formule (A1.10), il vient 
1 1 
N—+ SJ, | (n x H)d8,—< SJ, (SxH)= 5 pxH=uxH. 
4 î i 


S; 


Ici, S,; est le vecteur aire de la surface s'appuyant sur le contour 
du i-ième tube de courant: 


Si “ dS;, 


et u, est le moment magnétique du courant filiforme J;. 
162. N=—2R%0 ( x H). 


163. Introduisons la notation r = R+r,j(R+r)= j (r’), 
où KR est le rayon vecteur d’un point fixe à l’intérieur du domaine 


considéré de l’espace, et passons à l'intégration par rapport aux 
coordonnées avec prime 


2 (5j) XH(R+r) a”. 
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Puis, utilisons le développement en série de Taylor 
H(R+r)=H(R) + (rV)H(R) +... 
où l'opérateur V s'applique aux coordonnées du point fixe de rayon 
vecteur R. En première approximation non nulle on a 
F-i | j'(r) x (r'v)HadV’, 
où H = H(R). Puis, appliquons les formules 
(r'V) H = grad (r'H), 
rot [(r’H) j’] = grad (r’H) X j’, 
dans lesquelles la dérivation se fait par rapport aux composantes 


du rayon vecteur R. Alors, l'expression pour la force cherchée prend 
une forme plus commode 


F— —rot [+ (r'H) j' (x) dv |. 


L'intégrale ainsi obtenue a été calculée lors de la résolution du pro- 
blème 161. Elle est égale au produit vectoriel du moment magné- 
tique u du courant et du vecteur H. On obtient finalement 


F = —rot (u X H) = grad (uH), 


où la fonction vectorielle H — H (R) est dérivée par rapport aux 
coordonnées du point fixe de rayon vecteur R, qui se situe à l'inté- 
rieur du domaine parcouru par le courant. 


$ 3. Champ magnétique à grande distance 
d’un courant-source 


164. A — LE , H= SUN LE , west le moment magnétique 


rs 
de l’ellipsoïde en rotation up — ee : 
165. A — a (wo x r), H= 213 (or) r— ro]. 
166. H— Lee (3(nr)r—r?n]. Le vecteur unitaire n de la 


normale au plan du triangle forme avec le sens du courant J un 
trièdre direct. 

167. W — (SE SET NL Mes.) . Le rayon vecteur r est 
mené du centre de la première sphère vers le centre de la deuxième 
sphère. 

2 
168. F— Te ( (ur)o+(or)u+(uo)r 2100 Ken € JF 
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$ 4. Loi de Biot et Savart 


170. Appliquons la formule (11.16), en plaçant l’origine des coor- 
données au centre de la sphère et en dirigeant l’axe des Z le long du 
vecteur w. Alors, l'intensité du champ magnétique au centre de la 
sphère s'écrira 

__1 Crxjt(r 
H (0) =— \ = dv, 
où le signe ” de la variable d'intégration est omis. La rotation de la 
sphère fera naître à son intérieur un courant de densité volumique 
j(r) = po X r, où p — _—— . En trouvant le double produit vec- 
toriel dans l'expression sous le signe de l'intégrale on obtient 


H (0) = + sm 


rs 


Les intégrales contenant zx et zy s’annulent en tant qu'intégrales 
d’une fonction impaire dans des limites symétriques. Les termes 
restants donnent 


H(0=<2 | PS qv. 


La formule obtenue est valable pour tout corps de révolution 
à l’intérieur duquel est répartie une charge avec une densité volu- 


mique p = p (r, 8). En particulier, pour une sphère uniformément 
chargée, on trouve 


Si la charge est répartie sur la surface, l’intensité du champ ma- 
gnétique au centre de la sphère sera 3/2 fois plus faible. 


171. H = how. 


122: H=H=0 Me 


405mcaÿ ° 
. 2H) 
173. AH- —-r 0 
174. Hp = Lien L'intensité du champ magnétique au 
cu 


centre de la sphère s'annule si les charges des première et deuxième 
moitiés de la sphère sont Q, = w:Q/(w, + w2), Q@: = w,Q/(w, + w:). 


wo 2 : 4 2_p2: 
175. Hg (bn arcsin —— ) (a > b); 
. Qow ai b+ V7 b?— a 
H— c (b?— a?) ( EH V/ 02 — a? In a J6> a). 
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176. H - Le (1 — cos By cos ). 
__3(BV2—4) Que 
177. W— a 


__ eg 
178. W — TAmcas * 


179. He, yy— Ste, 
180. 
__ 30 b a b+ V b3— a 
7 7 1) el 
2 \1/ R? \-1/ 
181. H=2n0121[ (1++) “S (1+—) —2]2; 
R* roRt 
H= 208% pour [4,3 À; p= 2e 
__(r—r)xa … a … 3a (r— ro) = 
er ee clemle  epenfe O9) 
Le vecteur a est proportionnel au moment magnétique u du courant 
donné suivant la formule a = —cu. 


183. Le potentiel vecteur produit par le moment magnétique 
u (r’) dV” de l'élément de volume dV” est de la forme 


dA (r)= LORS ay”, 


où m(r’) = EF (r), R=r—r etret r’ sont les rayons vecteurs 
du point d'observation et du point d'emplacement de l'élément. de 
volume dV’. En appliquant le principe de superposition, on obtient 
pour un volume quelconque V 


A (r) — | LOR y’ = | u (r’) x grad” dv". 


En se servant des formules (A1.30) et (A1.18), mettons la dernière 
intégrale sous la forme 


A (r)=+ | SRCRO dy RÉEO as. 
V S 


Faisons tendre le volume V vers l'infini, en l’étendant indéfiniment 
dans tous les sens. Dans ce cas, l’intégrale de surface devient nulle 
parce que quand S—> œ, l'expression sous le signe de cette inté- 
grale décroît plus vite que 1/r'*. En rapprochant le résultat obtenu 
de Ja formule générale 


A (r) = 1 j(r’)d\"” 


ce j tr—r| ? 
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on arrive à la conclusion que la distribution de moment magnétique 
produit un même champ magnétique que celui créé par un courant 
de densité volumique 


j(r) =crot (WF (r)). 


184. Plaçons l'origine des coordonnées au sommet de l’angle 
droit et dirigeons les axes des X et Z dans le sens du courant. Alors 
on obtient 


J J 
a) H=1,; D) H=(1,—1,). 


185. H=—(1+y2 1, où r est la distance du point 
d'observation à l'origine des coordonnées. 
186. H — ] n où le vecteur unitaire n de la normale au 
ca 


plan du triangle forme avec le sens du courant J un trièdre direct. 


187. PP SR. RE où le vecteur unitaire n de la 
c(22+ a?) Y 22+ 2a 
normale au plan du carré forme avec le sens du courant J un 


3 
trièdre direct ; — 7 n. 


188. H = n où le vecteur unitaire n de la normale au plan 


du demi-cercle forme avec le sens du courant parcourant l'arc 
un trièdre direct. 
2x RJn 2u s rs 
189. = Re © GEL RO où le vecteur unitaire n de 
la normale au plan de l’anneau forme avec le sens du courant 
J un trièdre direct. 


$ 5. Théorème sur la circulation 
de l'intensité de champ magnétique 


190. La distribution du courant ayant une symétrie cylindrique, 
la façon la plus simple d’agir est d'utiliser le théorème sur la cir- 
culation de l'intensité H de champ magnétique (11.8). Par raison 
de symétrie cylindrique, le vecteur H est en tout point de l’espace 
perpendiculaire à l’axe du cylindre et dirigé suivant la tangente 
à la circonférence centrée sur son axe. Les sens des vecteurs H et j 
sont liés entre eux comme dans la loi de Biot et Savart. Le module 
du vecteur H ne dépend que de la distance à l’axe du cylindre. Les 
assertions que nous venons d'exposer déterminent de façon univoque 
la forme du contour à intégration auxiliaire dans la formule (11.8). 

Pour trouver l'intensité H, du champ magnétique à l’intérieur 
du cylindre en un point fixe situé à la distance r de son axe, menons 
par ce point une circonférence C, de rayon r centrée sur l’axe indiqué 
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et calculons la circulation du vecteur H, : 


& H,dt=H, À dd=2nrH.. 


c: c. 


Le courant embrassé par la circonférence auxiliaire C, est 
| jdS = nr°j. 


Après les calculs effectués. la relation (11.8) se transforme en une 
équation algébrique par rapport à /7,, d'où on trouve 


Hiye=Hi= Te, Hill, =0. 


En opérant de façon identique, on calcule l'intensité H, du 
champ magnétique à l'extérieur du cylindre: 


21R°j 
Hay = TT Hor = Ho: =0. 


cr 

Par raison de symétrie axiale on a À, — 44 —0, À, = À, (r). 

Donc, pour l’intérieur et l'extérieur du cylindre la relation H — 
— rot À prend la forme 


dA;: 27) 

de Se r (r LR), 
dAe: __ 2nR?j 

pme dei 


L'intégration de ces équations, compte tenu des conditions supplé- 
mentaires À,,(R) = 4, (R) = 0, donne 


TX) (p2_ p2 21R°j , R 
Au = —( 2—r*), À: = - In —. 


191. Pour r<<R: 


sn (. 
Hir= Hy=0, Hi | j (nn, 
0 
& tt ; 
Awr= = 0, Aù=% [= (;(mnance; 


C 


[= 


pour r>R: 


R 

4 3 
Her = H3: = 0, Hay =— | j (n)ndn, 
0 


cr 


4 à R 
Ar = Az = 0, A: = + | j(mndnme. 


0 
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192. La valeur absolue de la force cherchée est donnée par la 
formule | 
___ 4Jt 
7 37c°AR 


F 


195. H,=0pourr <R; H,,—H,.=—0, Hyy= 88 pourr > R. 


194. H,—=H,=0, H,= —<E. 
2aj (r°— Rÿ) 
cr 


195. H,—0pourr<AÀ,; H,,=H,,=0, Hey = 


pour RSr<R:; Hay = Ha =0, Ha = EAN pourr>R, 


196. H, — QUE 1, pour |: <<, 


4zjlz 
H, — 2e {, pour [2] > 
2J 


! y 
(z+ 1) + y° (x — 1} + yà 1 
2J z— I zHL 
Bon (oem 


G—1)+ y (+0) + 7 


H,=—0; 
AJ [ / 2x3 L 
H-+ | (+ —1) 1, —— 1, | pour r > L. 
198. = 


199. Le cadre est attiré par le courant rectiligne avec une 
force 


2a2J;,J; 


FE r+e 


200. Pour les courants antiparallèles 
H, — pour |2:[> l, 


H, — — 0 1, pour |2|<l; 


C 


pour les courants parallèles 


H, — sie 1, pour 131> {, 


c|zl 


H, = 0 pour |:|< /. 
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201. H—O pour :>0, H,=H,=0 et Hy=2 por z<0: 
) : Hy=H::=0, H}y= 


| VA 
+ % {y ___{\ûï:1 « S Lu 
= + (1 Vars } , Où le signe supérieur est pris pour z > 0 


et le signe inférieur pour z 0. Ici, r et z sont les coordonnées 
cylindriques du point d'observation. 
202. H — 0 à l'intérieur de Ja sphère; H, -- H, — 0 et H4 = 


27 . 


= à l'extérieur de la sphère, r étant la distance à l'axe des :. 


203. La circulation de l'intensité de champ magnétique s'écrira 


° J , R 
À H(rnd=—<$ (a x )dl, (1) 
L L' 
où R —r’ — r. Effectuons une permutation cyclique des facteurs 


dans le produit mixte et considérons l'intégrale par rapport à la 
variable avec prime. A cet effet, appuyons sur le contour de courant 
L' une surface fixe S’ qui transforme l'espace environnant en un 
domaine simplement connexe et coupe en un certain point le contour 
fermé L. Appliquons à l'intégrale par rapport à la variable avec prime 
le théorème de Stokes (A1.17): 


F | dS’, 


où les chiffres 1 et 2 désignent Lu et l'extrémité du contour 
coupé L, qui sont situées de part et d'autre de la surface S” tout 
en la touchant en un seul et même point. L'intégrale du deuxième 
terme s’annule parce que 


div = div grad _ — EE = —4nû(r—r'), 


et, lors de RL r£r. 


ee = angle solide sous lequel l'élément 
de surface dS’ est vu d'un point situé sur le contour L. Cela signifie 
que l’intégrale par rapport à la variable avec prime est égale à 
l'angle solide Q = Q (r) sous lequel du point de rayon vecteur r on 
voit la surface S’ s'appuyant sur le contour L'. La quantité Q2 (r) 
est positive si la normale n’ à la surface S’ est dirigée à partir 
du point d'observation, elle est négative dans le cas contraire. 
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Désignons par (, et 2, les valeurs de l'angle solide Q (r) aux points 
1 et 2. L'intégrale prise sur le contour coupé Z entre les points 
1 et 2 est facile à calculer 

2 


lave {rgraod- | 24 _Q,. 
: 1 | 


Pour fixer les idées, admettons qu’au point où le contour Z est 
coupé par la surface S’ les vecteurs tv et n’ forment un angle aigu. 
Alors, le saut Q, — Q, de l'angle solide Q (r) à la traversée de 
la surface S’ est égal à 47. Ainsi, l'intégrale au second membre 
de l'égalité est égale à LJ. 

204. Remplissons la cavité de la surface cylindrique de rayon 
R d'un courant uniformément réparti avec une densité volumique ji 
et d'un courant antiparallèle avec une densité volumique — i. 
Cette opération laissera inchangé le champ magnétique du système 
primitif mais elle le remplacera par deux cylindres pleins de rayons 
R, et R;, parcourus par des courants antiparallèles. D'après le prin- 
cipe de superposition, l'intensité H du champ magnétique à l'in- 
térieur du cylindre de rayon R, est égale à la somme des intensités 
H = H, + H_ produites séparément par les cylindres extérieur 
et intérieur, où 

27 


H=Æ(xr), H=% (rx i) 


Ici, r et r’ sont les rayons vecteurs situés dans le plan perpendi- 
culaire aux cylindres et portés depuis les axes de ces cylindres vers 
le point d'observation. L'’intensité du champ magnétique résultant 
est uniforme et égale à 


21 |. 
= — (jx 1), 


où { est un vecteur ayant pour origine l'axe du cylindre extérieur 
et pour extrémité l’axe du cylindre intérieur. 1 = r — r’. Son 
module est égal à la distance entre ces axes. Le champ magnétique 
trouvé existe aussi à l’intérieur de la cavité cylindrique de rayon 
R, avant son par des courants antiparallèles. 


205. He (rx io) — AU 1. où r est un rayon vecteur situé 


clyl 
dans le plan XY. 


206. Les cylindres se repoussent avec une force, rapportée à 
l'unité de leur longueur, dont la valeur absolue est 


F=2 (2) je. 
207. W= (2); (e+ RIRE). 


184 RÉPONSES AUX PROBLÈMES ET SOLUTIONS 


$ 6. Equations de Laplace et de Poisson 
avec conditions supplémentaires 


| | —— rsin 6 our r<R, 
208. j=jo—0, je= ' 


0 pour r > À. 


ac 
— r pour r£R, 
209. j, = j: —0, | DORA 
0 pour r>.R. 
210. La sphère de rayon R est parcourue par un courant super- 
ficiel de densité 
ie 0, ig= 2e sin 0. 
211. La fonction f (r) doit satisfaire à l'équation de Laplace. 
212. Le potentiel vecteur cherché est une solution particulière 
de l'équation 


VA — _# jo cos kr, (4) 


qui s’annule pour j, = 0. Puisque la condition à la limite est ab- 
sente et le second membre de l'équation (1) est périodique dans 
l'espace indéfini, le potentiel vecteur présente la même structure 
périodique 

A = À, cos kr. (2) 


Pour trouver le vecteur constant A,, introduisons la solution cher- 
chée (2) dans l'équation (1} et simplifions par le facteur çommun 
cos kr. Il vient finalement 


2 


L'intensité du champ de se calcule par la formule (11.9): 
H — 47 (jo X k) 


213. 


… 270 


= e-X | cos (kr + Aay) +55 sin (kiz+ kg) |] (220), 


À, — ho Te {2 cos kr + ei: É sin (kix + koy) — cos (k,x + kay) |} (2<0). 


In : ication. Le potentiel vecteur À a une orientation 
constante déterminée par le vecteur j,. La projection du po- 
tentiel vecteur sur la direction du vecteur j, satisfait à l'équation 
et aux conditions supplémentaires qui sont les mêmes que pour le 
potentiel du champ électrique dans le problème 53, ce qui permet 
d'utiliser la méthode exposée lors de la résolution de ce problème. 
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214. A= 20 6-11 cos ir. 
215. 


A= 2 (= e-hlilcos fir++te-hlvlcos f;r+ +2 e-hlxlcos Isr). 
1 2 3 


216. 
A,= —A,{l, sin l,a—e-tls (1, sin l,a + LI, cos Z,a) sh La] x 
X elstxta) sin Ly (x —a), 
A: = Aollsinlr—e-ht(l,sinl,a+l,cosl,a)shlz]sin£Ly (|z|<a). 
A3= Ao{l, sin /,a—e-t (fl, sin L,a + [, cos l,a) sh La] x 
X e7lx-u) sin Ly (za), 
où l’on a introduit la notation 


_… 47 jo 
Ao= TE 


Indication. Utiliser la même méthode que pour le pro- 
blème 54. 

217. Des hypothèses du problème on déduit 4, = 44 = 0 
et 4, = À (r, ). La fonction 


A,(r, Ÿ) pour r<R, 


LEE &) pour r>R 


satisfait, tant à l'intérieur qu’à l'extérieur du cylindre, aux équa- 
tions 


V'A= — Ÿ jor'cosny, V24,=—0 (4) 
et aux conditions aux limites sur la surface 


A, (A, +) =, (R, +), RCD AMN 
De plus, la fonction À, (r, Ÿ) est continue au point r = 0, alors 
que le potentiel vecteur à l’extérieur du cylindre ne croît pas plus 
vite que In r. Cette dernière assertion tient à ce que le courant total 
circulant à travers la section droite.du cylindre est nul (d’après 
les résultats obtenus dans le problème 190, le potentiel vecteur 
produit à grande distance par un courant rectiligne indéfini croît 
comme Înr). Les équations et les conditions supplémentaires per- 
mettent d'appliquer la méthode de séparation des variables. Puisque 


, ; 4 6° n° 
la fonction cos n % se reproduit 3 gs COS RŸ = — —; COS m1 


lorsqu'on lui applique la partie angulaire du laplacien en coordon- 
nées sphériques (A1.40) et qu'en outre, elle est univoque sur l'axe 
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des X quand 4% —> O0 et #—> 2x, cherchons la solution sous la forme 
A, = F(r)cos nd, 4, = F, (r) cos nv, 


où F,(r) est continue alors qu'à grande distance du cylindre la 
fonction F, (r) ne croît pas plus rapidement que In r. Après l'in- 
troduction dans l'équation (1) et la simplification par le facteur 
commun, on obtient 


, dF dF ns. 
» dF dF > 
ere mn LE ge — F3 = 0. (3) 


Les conditions supplémentaires pour les équations (2) et (3) sont 


0F;,(R 0F,(R 
F,(R)=F,(R), 0 = 2, 


La solution particulière de l'équation inhomogène (2) est de la 
forme 
4niortt? 
Po EG 
alors que la solution des équations homogènes sera cherchée sous 
la forme de Cr” où les constantes C et v se déterminent à partir des 
équations elles-mêmes et des conditions supplémentaires. En omet- 
tant les calculs intermédiaires, indiquons la réponse finale 
A,= Ay =0, 


_ 2njo Rs? nf 
A; — cn n—s—2 | ( 
A4, = Ay=0, 

__ 27io Rs+2 R 
A, = en n+s+2 r 


218. 
ask tt ( EN] (El ennt G<R) 


ne (HE (AN) (A) emnt (22) 


r 


FE (E)Jenne (ER 


219. Le cylindre tournant produit dans l’espace un courant de 
densité volumique 


por pour r<AR, 
0 pour r > A. 


Aussi, faut-il utiliser le laplacien en coordonnées cylindriques 
(A1.42). 


Îr = j: =0, = | 
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Par raison de symétrie on a À, = À. = 0 et À, = À (r). 
La fonction 


A,(r) pour r<R, 
À (r) = 
A, (r) pourr>AR 
satisfait. à l'intérieur et à l'extérieur du cylindre, aux équations 
… d?A, .  dA; L An 3 
er r: Er a or (1) 
d'A ,  d4, | 
der HR JU @) 


et aux conditions aux limitcs 
dA,(R dA,(R 


dr dr 


Le potentiel vecteur est continu en tout domaine fini de l'es- 
pace et ne croît pas à grande distance du cylindre. La dernière as- 
sertion tient à ce que le cylindre tournant peut être considéré comme 
un ensemble des courants circulaires. Cela signifie que le poten- 
tiel vecteur d'une portion distincte du cylindre décroît à l'infini 
comme 1/r°. Le potentiel vecteur total est égal à la somme infinie 
des contributions dues à toutes les portions du cylindre. Üne telle 
sommation (ou plus exactement, une intégration) augmente la va- 
leur du potentiel vecteur loin du cylindre et aboutit à une loi 
de décroissance plus faible de 4,: 4, — 1/r. 

La méthode de résolution de l'équation d’'Euler (1) et (2) est 
exposée dans le problème 55. On obtient finalement 
pour r < À: 


2 : 2 LU 9 
Air = À; =0, Aw = = por (R2——.) 3 = p(R—r?)v ; 
pour r>R : 
4 
A: SA, =0 ASE: CH =0 
ï £Cr 
220. 


nt? 


R 
a 1 ll. " 
Air = Ayy = 0, Au=< \+ j (n)nandë (r SR), 
r } 


nr 


R 
; R 
Ar = A = 0, 45 = + | j(nndnin—+ (r2R). 


C 


221. En coordonnées sphériques, la distribution de densit: 
volumique de courant se décrit par la fonction 


por sin pour r< À, 


AE 
Lot à d É pour r > À. 
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De la solution générale (11.15) de l’équation de Poisson et par 
raison de symétrie du système, on déduit À, — Ag = 0 et 4,4 = 
— A (r, 0). Désignons par À, et 4, le potentiel vecteur à l’inté- 
rieur et à l'extérieur de la sphère. Compte tenu du laplacien (A1.48) 
en coordonnées sphériques, on trouve 


VA — = — por sin 8, (1) 
V5 — <= 0. (2) 


Les fonctions À, et À, sont bornées en tout point de coordonnées 
finies de l’espace et la fonction À, ne décroit pas, à grande distance 
de la sphère, plus lentement que 1/r°. Sur la surface de la sphère 
sont satisfaites les conditions aux limites 


: JA, (R. 8) _ 94,(R, 8) 
A,;(R,0)= 4,(R, 6), ge cp 
Le problème énoncé peut être résolu par la méthode de séparation 
des variables. En appliquant cette méthode on tiendra compte 
du fait qu'à grande distance de la sphère la fonction À, (r, 8) se 
confond avec le potentiel vecteur du moment magnétique pu de la 
sphère tournante 


sin 6 4rpRS 
Bar, 9) = LE (= ER eo). 


Il est donc logique de chercher la solution des équations (1) et (2) 
sous la forme 


A, = F(r)sin 6, 4, = F, (r) sin 6. 


En introduisant les solutions cherchées dans (1) et (2) et en simpli- 
fiant par le facteur commun, on obtient les équations d’Euler 


s d°F dF An 
F= CR = ie 2r —. — 2F, = — w"S purs, 
r2 Fe d® ae dr. 


dont la de est décrite dans les problèmes qui précèdent 
(voir, par exemple, le problème 55). Indiquons le résultat final 


Air = Age = 0, A = por (RE )sin 6, 
Hi = pu (SE -2) cos, Hie— po (£r-+) sin 0, 


H;y=0 (r<R); 
Az EE, H=it LE (>. 


r* rs 
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222. Une moitié de la sphère est appliquée contre l’autre avec 
une force 


*_ À (rpouR"\? 
F=+ | c É 
223. Pour r <R: 
27rRi [ r\n 
Air = Ajy = 0, A;=— (+) cos nŸ, 
2io { r \" 27i r \n- 
H,,= — | (+) sinny, Hiy= — (+) cos ni, 


pour r>R: 


— : re 27xRio / R \?-: 


2 R \n+i . Dai -R \n+1 
H:r = — (=) sinnŸd, H;:y— _ (=) cos n, 
H;,.=0. 
224. A, = À, H,=0 pour r LR; 
A = 8 In À + A, H;,= H;.,=0, 


4rRi 


cr 


Hog = pour r> A. 


Ici, A, est un vecteur constant arbitraire ayant les dimensions d’un 
potentiel. 
225. Pour r < R: 


Air = A =0, Ayy=<t0wRr, 


Hiyr= Hiy=0, Hi, = 00R ; 
pour r>AR: 
Ar = 0, A = 


3 
OR, 4,=#oRrInÀ, 
cr * c r 


Ho = 0, H = 4anovR : H;, = 0, 


cr 


où l'axe des Z est choisi le long de la direction de mouvement et 
le terme constant arbitraire dans l'expression du potentiel vecteur 
est omis. 

226. Pour r <R: 


Ayr= 4 =0, Aix = owRr sin 6, 
Hi, = owRcos6, Hio=—ooRsine, Hi 0; 
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pour r> R 
4rowR 
À;; —= Abe — 0, Ay = 3cr2 Sin 6, 
8r0wR 4nowR* . 
H;, 3cr3 cos 6, He — 3crs sin 6, Hy =, 0. 


Le moment magnétique de la sphère tournante est 
p = + 0Ro. 


Le potentiel vecteur et l'intensité du champ magnétique s’ex- 
priment par le moment magnétique à l’aide des relations suivantes 


2 
AE, H= + (r < R), 


AXE, Her EE GR). 


rs ro rÿ 


227. Le potentiel vecteur est orienté suivant l'axe des Z et est 
uniforme le long de cette direction À = A (r, Ÿ). Il est commode 
de décomposer le courant sur la surface du cylindre en somme de 
deux termes i, + is où 


ia 1/2 (+ bb), 
. _ f1/2(i—i) pour 0<ÿp<x 
Li 1/2(i2—i,) pour 0<wy<2n. 


À ces courants correspond la somme des potentiels vecteurs À, + A4. 
La grandeur A, a été calculée dans le problème 224: 


{ À pour r<A, 


A,=# 0 
 (isi)imÉ+A pour r>R, 
où À, est un vecteur arbitraire constant ayant les dimensions d'un 
potentiel. 
Le potentiel vecteur 


Ab (7, Ÿ) (r LR), 
ii p= | Aw(r, +) (r>R) 


satisfait à l'équation de Laplace et à la condition à la limite sur 


la surface cylindrique 
8A1(R, Aoe , 4x . 
A,,(2À, b)= A» (AR, Ÿ), RLESTACLE, 2 RCE EU RCLUR ) PRES 


or or c 


En outre, la fonction A,, est bornée aux points de l'axe des Z alors 
que la quantité A., s'annule à l’infini : A, (0. ÿ) = 0. La dernière 
assertion tient à ce qu'à grande distance r > R, la surface cylindrique 
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parcourue par le courant i, est équivalente au système de deux fils 
rectilignes parcourus par des courants antiparallèles dont le poten- 
tiel vecteur s’annule quand r —+ co. Or, dans la réalité, pour ob- 
tenir une solution univoque du problème, il suffit d'avoir une exi- 
gence moins rigoureuse, à savoir que la fonction AÀ,, (r, Ÿ) ne croisse 
pas quand r —+ oo. Pour le reste, on opère comme dans le problème 
72. Finalement, on obtient 


i, —i : 2h+1 sin (2k+1 
A= #9 5 (2) Sn CETNE LE, CR), 


CK+ 1} 
Rk=0 
_2nRh+i)s RAR) @ f À \2A+1 sin (2k+ 1) D 
A— ARE In + 2 (À) —RELD— (r>R). 
0 


$ 7. Energie d’un champ magnétique 
Ar=A4y0=0, Ay=2(%—T)rsine, j,=)jo=0, 


C 


le = 2er sin8 (r<R); 


A 
Ay= A0=0, Ayp= 2 sin6, j=0 (r>R); W= 2. 
_ __ OR? 
229. W=—; U — 3c 
__ 40u? _ QR° 
230. W= ; u 5e o 
_ 8u° _ 4R? 
231 W= sr : nur 7 O. 
232. W= + ; u = is &. 
233. w=i (2%) 
n C 
PASS À 
234. W=A16() Dr 
R=0 
235. 4, = Ay=0, À, = — 27, L'axe des Z est confondu 


avec l'axe d’un des cylindres et dirigé dans le sens du courant qui 
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le parcourt. Le rayon vecteur r se situe dans le plan XŸ et le vecteur 
1 est porté dans le mème plan de l'origine des coordonnées vers 
l’axe de l’autre cylindre. À grande distance r > L du cylindre, 
l'intensité du champ magnétique décroït d’une façon suffisamment 
rapide 
2J1 sin Ÿ 2J1 cos vw 
He , He=—-—5—, H.=0, 

où + est l'angle formé entre les vecteurs r et 1. C’est pourquoi l’éner- 
gie du champ magnétique par unité de longueur du système con- 
sidéré a une valeur finie. 


CHAPITRE III 


CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE VARIABLE 


$ 1. Equations de Maxwell 


236. Non. 

237. Non. 

238. Non. 

239. Oui. 

240. Si on ajoute rot F au vecteur s, la fonction vectorielle 
F=F(r, t) étant arbitraire, la relation 


divs=-"(H rot E— E rot H) (1) 


ne sera pas changée en vertu du théorème de l'analyse vectorielle 
div rot F = (. 


Par,conséquent, la divergence de la somme s + rot F est égale 
elle aussi au second membre de l'égalité (1). 

241. L'intensité E du champ électrique rotationnel est perpen- 
diculaire au vecteur H et est indépendante des coordonnées ÿ et 
z. De l'équation de Maxwell ([II1.1) on déduit 

ô r 0H 

VE Sr 
où l'on a utilisé £, = E, =0et E4; =E (r,t). L'intégration de 
la dernière équation, compte tenu du fait que pour r = 0 la fonction 
E (r, t) est bornée, donne 


Il n’est pas difficile de se convaincre, en procédant à la dériva- 
tion directe, que l'intensité E du champ électrique rotationnel 
trouvé satisfait aux équations de Maxwell div E = 0 et rot H — 


= Li E dans lesquelles la fonction donnée H est solution de l’équa- 
tion de l'onde (III.11). 
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242. En utilisant les résultats du problème précédent, on trouve 
l'intensité du champ électrique rotationnel 


1 
E= Es VX —— 
où rest le rayon vecteur du point d'observation ayant pour origine 


le centre de la sphère. Le moment des forces subies par la sphère 
est 


___ QR? dH 
À (r x PE) dv = — 3e PTE 


La dérivée, par rapport au temps, du moment cinétique de la sphère 
M = 2/5 mR°o 


est égale au moment des forces extérieures. Il en résulte une équa- 
tion différentielle 


dont l'intégration, compte tenu de la condition initiale, donne 
pour la vitesse angulaire 


__ ou 
2mc 


—— 
— 


243. Mettons le deuxième terme de l'expression placée sous 
le signe somme au second membre de l'égalité 
divA=+ | (Si jgrad' ——) dv” 


Lr—r | lr—r| 
sous une autre forme, en utilisant la formule (A1.28) : 


. ’ 1 D At div’ j 

jgrad Ter 0N Ver rr |? 
où le signe du gradient et de la divergence indique la dérivation par 
rapport aux coordonnées avec prime. En utilisant le théorème 
d’Ostrogradsky-Gauss (A1.15), transformons l’une des intégrales 
de volume en intégrale de surface 


ee _ _#? j 1 ) j ’ 
| div Ter] dv — & TerT 95” 
V 00 S—oo 
qui est nulle, comme il est facile de le voir. 
Par une vérification directe, compte tenu de l’équation de con- 

tinuité (II[.6), on se rend compte sans peine de l'égalité 

djx 1 lu , Ôjz _ ôp 

1e) 


e . e ts x D. ER 1 
divj+div j 2 Loop 9 FT 
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où la densité volumique de courant dépend du temps, compte le- 


nu du retard 
e e / r—r | 


Après cela, la divergence du potentiel vecteur retardé s'écrira 
sous la forme 


nt _ 4 ! op Î 1 
div À — +) € Lrr | r—r | dv : 


Le second membre, changé de signe, de l'égalité obtenue est égal 
LT. Cela signifie que les potentiels électromagnétiques retardés 


satisfont à la condition de Lorentz. 


$ 2. Densité de charge. Densité de courant 


245. p=eb(z—1— si 6 —-73) 60) j— pv. 


246. p—eô(r—asinwt)0(y)Ô(:), j;=pawcoswt, j,=j:=0; 


Ô (y) Ô ®) 


Pr ya pour [x|<a, p=:0 pour |x|>a; j—0. 


247. p=—ô(r— R)6(p—wt+2nn)8 (2), j =j:=0, je =pRo. 


Ici le nombre entier positif nr est choisi pour chaque instant de 
temps à partir de la condition 2rn<wt<2(n+1)x. 


248. p=-——— 6(r— R)16 (b—wt + 2nn) + 6(p—wt+2n1+n)], 


j2 = je = 0, jy = po R sin 8 où le nombre entier positif n est 
choisi pour chaque instant fixe £ à partir de la condition 2nr < 
<ot<2(n +1). 


249. p = _— n(R—r), j=poxr. Ici, n(œ) est une fonction 
unité de Heaviside de l'argument «, définie par (A3.21). 


250. E= te, pts, où r,=re(t) est le rayon 


vecteur de la charge en mouvement e. 
13* 
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$ 3. Moment magnétique, moment électrique 
dipolaire et moment électrique 
quadrupolaire des charges en mouvement 


251. u= To; B — LR 


mc 
mm = 


253. L'impulsion sta di. ue dans le système de coor- 
données considéré doit être nulle P = 0. 

254. L'élément de surface dS = r dr d6 du disque, situé au 
point de coordonnées sphériques r et 6, produit lors de sa rotation 
un courant circulaire 


dJ = 48. 
TT 
Le moment magnétique de ce courant est de la forme 
OU , |. , 
du=-r'sin?6 48. 


Après l'intégration, on obtient 


255. pu 0. 


256. In (r, t) = mo (r — ra (t)). | | 
257. La trajectoire de la particule en coordonnées polaires est 
de la forme 


£=1+e cos Ÿ, 


où le paramètre focal p et l'excentricité e sont donnés par les formules 


: 26 M° 
P= TT: = 1+ 87 


La moyenne temporelle sur une période T du moment électrique 
dipolaire de la charge en mouvement est dirigée le long de l’axe 
polaire. Sa projection sur cet axe est 


T 


_ + __ emp* 
dL= 7 Î rcos y dt= TU 
1 


cos Ÿ dŸ 
(1+e cos )°° (1) 


Se—i 


Lors du changement de variable d'intégration on a utilisé l'équation 
de la trajectoire et l'équation de conservation de la quantité de 
mouvement qui établit la liaison entre l'accroissement de temps et 
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celui d'angle polaire 
dt= rt dy. 


Puis, utilisons une intégrale donnée dans la table de fonctions 
2x 


dŸ 27 


] Precost Ve 


En dérivant les deux membres de la dernière égalité par rap- 
port à B et e et en introduisant ensuite Bf = 1, on trouve la valeur 
de l'intégrale dans l'expression (1). Il vient 


d, = —+ eea, (2) 


où a est le demi-grand axe de l’ellipse 


=. PP: 
| 1—e 2€ ° 

Pour déterminer le vecteur constant I, calculons sa grandeur 
en un point fixe de la trajectoire de coordonnées = Oetr = a (1 — 
— &). En ce point, on a 


I = (vM + a) 1, = —26eal.. (3) 


Ainsi, le vecteur Î qui conserve sa valeur est dirigé le long de 
l’axe polaire X sur lequel est situé le demi-grand axe de la trajectoire 
elliptique suivie par la particule. 

En comparant l'expression (3) et l'expression (2), on trouve 
finalement 


a 


3e 
d — 26 L 


258. p(r,t)——(dV)ô(r—ri), 
j(r, t)-=dô(r—r4)— ra (dV) Ô(r—r4), 
pr, t) = [ra X d)+ (4 x ra)]. 


Indication. Un dipôle ponctuel doit être considéré com- 
me le cas limite du système de deux charges e et —e dont la distance 
l tend vers zéro, alors que les valeurs absolues des charges tendent 
vers l'infini (voir par exemple la résolution du problème 89). Les 
grandeurs cherchées sont calculées à l’aide des formules (111.5) 
et (111.9) dans lesquelles il faut passer à une double limite  — 0 
et e—> oo compte tenu de la relation 


limel=d, 
1-0 


ce 


où le vecteur 1 est dirigé vers la charge positive. 
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259. Di, = —D,, = —3Rd sin 2ot, D,, = 3Rd cos 2ot, Dis = 


= Ds = Das = 


260. D,8=0 pour af, D 2 (1 + 9e), Da = a (1 — 6e), 


11 — Bee 8£$2? 
Dss= — er (2+ 3e2), où € est l'excentricité de la trajectoire 


elliptique : 
26 M? 
sy 14-280. 
261. FE, sa, (5 _ Ta?8— 1008 ) — 28% Y ,,oùon aintro- 


duit la désignation _ 7 eea, d, = d3=0, Dep = 0 pour af, Di, = 


2 2 
= (1492), D = ct (16e, Das —<(2+8), a= er: 
= y/ 14280 _— : 

Pour la re circulaire 
E=De(r_52), E,=(re-5x), E,= DE (3-52) 


où D = 3/4ea7. 
Indication. Utiliser les résultats des problèmes 257 et 
260. 


$ 4. Ondes électromagnétiques 


263. F—-À RAïhkk. 
1 


264. F— 2 R2Aîkk. 


265. Choisissons le sens du vecteur k comme l’axe des Z et diri- 
geons les deux autres axes des X et Ÿ le long des vecteurs polarisa- 
tion 1‘ et 1% de l’onde polarisée rectilignement. Alors, 


: (A1) (BlŸ)= 4,8, + A,B,. 


Ajoutons au second membre de cette égalité et en soustrayons l'ex- 
pression À,B.,. Les trois premiers termes de la somme obtenue 
représentent le produit scalaire AB. Mettons le dernier terme sous 
la forme 


AB =Z _. (Ak) (Bk). 
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Ainsi, nous avons représentée la somme donnée par des termes qui 
ne contiennent que des produits scalaires des vecteurs. Cela signi- 
fie qu'elle a la même forme dans tous les systèmes de coordonnées 
tournés d'un certain angle l’un par rapport à l'autre. 


Pour l'onde polarisée circulairement, dans le système de coor- 
données indiqué plus baut, on à DV = (le + il) et b‘°— 


= 7 (lil). Pour le reste, on développe des raisonnements 


analogues. 
266. Ecrivons les intensités des champs électriques en notation 
complexe. Alors, on obtient pour l'onde résultante 


E = Re {[Eo -+ Eopet*] eitkr-at—a)}, 

où Y—a—@. Notons 
Eo1 + Eos = (b, + ib:) ei, 

où b, et b. sont des vecteurs réels: 

b, = E,, cos à + E,, cos (a + #), 

b, = E,, sin &« + E,, sin (&œ + %#). 

Choisissons la phase &« de façon que l'égalité 
b,b. = 0 ou tg 24 = —tg + 


soit satisfaite. A cet effet, il faut que 


Après cela, les vecteurs b, et b, s’écriront 
b, = (Eoi + Eoz) cos + , 
bs = (— Eoi + Eos) sin L. 


On voit que l'onde résultante est polarisée elliptiquement. 
Les axes principaux de l'ellipse de polarisation sont tournés par 
rapport aux vecteurs E,, et E,, de l'angle x/4 dans le sens des aiguil- 
les d'une montre si l'on regarde dans le sens de propagation de 
l'onde. 

Si les vecteurs E,,, E,. et k forment un trièdre direct et 


sin + >0, cos £ > 0, 


l'onde résultante aura une polarisation droite. Dans le cas général, 
le sens de rotation du vecteur E de l’onde résultante dépend de l’orien- 
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tation des vecteurs E,, et E,. ainsi que des signes des quantités 


x . À 
coS+, sin. 

Dans un système de coordonnées dont les axes des X et Y sont 
parallèles aux vecteurs b, et k respectivement, les projections de 
l'intensité du champ électrique de l’onde résultante s’écriront 
Ex =b,cos(wt—kz+ 41%) 


Ü 


E, = b, sin (ot—k:+ 21 ) 


2 


où b—=V2E£E cos +, b, = V 2 Eo sin +. 


267. L'intensité du champ électrique de l'onde résultante est 


E = 2E, (12 cos + 1, sin ) cos (ot—kz+ 47e ) : 
où Æ, et w sont l’amplitude et la fréquence des deux ondes polarisées 
circulairement et &, et &, la phase constante des ondes à polarisa- 
tion droite et gauche respectivement (wo = kc). La quantité £E, 
est numériquement égale au module du vecteur intensité de champ 
électrique de chaque onde polarisée circulairement. 

268. L'onde résultante est polarisée elliptiquement. Les demi- 
axes de l’ellipse de polarisation sont égaux à À + B et | À — B |. 
La polarisation de l'onde est droite pour À > B et gauche si À << B. 

269. L'onde résultante est polarisée elliptiquement. Les demi- 
axes b, et b, de l’ellipse de polarisation sont 


1 1 
| Eos + Eo |, 7e Eos — Eos |. 


La polarisation de l'onde est droite si le vecteur E,, x E,. est 
parallèle au vecteur k et gauche si ces vecteurs sont antiparallèles. 

270. Choisissons l’axe des X le long du vecteur E,, + E,: et 
l'axe des Z dans le sens de propagation de l'onde. Alors, les pro- 
jections du vecteur intensité de champ électrique de l’onde résul- 
tante prennent la forme 


E;=V2E cos £ COS (Ses HR ;) | 
E,=V?2 E,, sin {sin (he; nie :) 


où l'on a introduit la notation % — A t — A fe z. En 
tout point de l’espace, l’ellipse de polarisation de l'onde résultante 
se transforme, au cours du temps, du tronçon dirigé le long de l’axe 


des X (pour x = 0) en ellipse avec rotation droite du vecteur E 
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et puis en circonférence (pour x — x/4). Ensuite, la circonférence 
se transforme en ellipse à rotation droite qui s'aplatit progres- 
sivement en un tronçon (pour 4 — x/2) dirigé le long de l'axe des 
Y. Au cours de l'augmentation ultérieure de # dans les limites de 
n/2 à x, la situation se répète mais avec une rotation gauche du 
vecteur E et ainsi de suite. Lorsque l’ellipse dégénère en un tronçon, 
l'onde devient polarisée rectilignement. 


271. E—2EÆ, (1, cos 4 + 1, sin x) cos O, 
ppm f-i)ense, om, +) ete 


c i 9 ? 
où «, et «. sont des phases constantes des ondes à polarisation cir- 
culaire droite et gauche qui se propagent le long de l'axe des Z. 
E, est l'amplitude de ces ondes, numériquement égale au module 
du vecteur intensité de champ électrique. L’onde résultante est 
polarisée rectilignement. Pourtant, en tout point de l’espace, son 
vecteur polarisation tourne lentement avec une fréquence | w, — «w, | 
autour de la direction de propagation. 


272. E=l£sexp| -Ÿ al 


273. pis, LC] ir ) ofos(t-#) +]. 
Do! { — 


274. = ( [E' (w) cos (ot — )+ 
0 


+E" (©) sin (wi m— )] do, 


où E’ (w) et E” (w) sont les parties réelle et imaginaire : la com- 
posante de Fourier de l'intensité de champ électrique donnée: 


E' (w) + iE” (w) = | E (£')e ivt'dt”. 


275. E(k, o)=<CEe 5(k— 2). 


WIT2 +1 

__ -“ (2) 
276. E=VrEs ‘ FU 
277. Ex= —i nr. 


Indication. Développer les deux membres de l'égalité 
— — grad œ en intégrale d’espace de Fourier et obtenir la rela- 
tion entre les composantes de Fourier des deux membres de cette 
égalité Ex — —ikqp,. La composante de Fourier @k du potentiel 
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s'obtient par un calcul direct de l'intégrale 
Pr = e[— eikraV — An ; 
218: Ep; =0: Ein 


crsin0 , 
H,=He=0, He = LR) 
279. Pour r << R: 


E,=E;=0, E,= 2 cos (ot — kz), 
H;.=H;=0, Hy = 22 cos (wt— kc) ; 
pour r>R: 


E.=Ey=0, E,= #7 cos kz cos wt, 


H,=H-=0, Hy=<2 sin #z sin ot. 


$ 5. Diffraction 


280. Choisissons les axes des À et Y dans le plan de l'écran en 
confondant l'axe des Ÿ avec la ligne axiale de la fente comme il 


mn 
 — 


1 

N 
mer 

$ 

A 

4 


# 


Fig. 9 


est indiqué sur la fig. 9. La droite en trait fort représente cet écran 
en coupe. Le champ diffracté E = E (x, z, t) derrière l'écran est 
uniforme le long de l'axe des Y. Il satisfait à l'équation de l’onde 
SE , SE _16E _p 
0x®° d:° c? OÙ 
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et à la condition à la limite dans le plan XY : 
E (x, 0, t) = 1,£Eog (x) cos wt, 


où g(z) = 1 pour [|z|<a et g(x) =0 pour |z|>a Cette 
condition à la limite est une condition approchée. Elle n'est appli- 
cable que pour un faible écart à l'optique géométrique ka > 1. 
Il est avantageux de résoudre d’abord un problème auxiliaire 

plus simple 

(Er 6 _1 6 

ox? Ÿ à  c ot 

8 (x, 0, t) = 1, Eug (x) 74%. 


Alors, la solution du problème principal s'écrira sous la forme 
E (x, z. t) = Reë (zx, z, t). 

Il est clair que la solution du problème auxiliaire devra être 
cherchée sous la forme 


6 (x, 2: t) — l,Eof (x, 2) er ia, 


La fonction f (x, z) est x comme solution de l’équation 


d? 

LL + ÉL+kf=0 (1) 
avec la condition à la limite 

f(x, 0) = g (x). (2) 


Développons la fonction cherchée f (x, z) en intégrale de Fourier 
suivant la variable zx 


f(x, 2) => | ÿ (g, 2) e“*dg. 


De l'équation principale (1) on obtient une équation différen- 
tielle simple pour la composante de Fourier w (g, z) à valeur fixe 
du paramètre g: 

dè + 9 9 
Ge 21 + (k2— 92) 4 (g, 2) = 0. 
Sa solution est 
pg,s)=F(g) ei Vis O(g)e-tVRi-re, 
Ainsi, la fonction cherchée f (x, z) se décompose en deux termes 


f(x, 2) = | F (q) et (ax+V k—qi2)qq + 


+ _. | © (g) ei (ax Vi gir) Ja. (3) 


00 
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Si l’on prend en considération le facteur temporel e-iv!, il de- 
vient clair que le premier terme de la somme (3) décrit les ondes 
qui se propagent depuis la fente, et le deuxième terme, les ondes 
se propageant en sens inverse. D’après les hypothèses du problème, 
le deuxième terme doit être nul: ® (q) = 0. 

De la condition à la limite (2) on déduit 


_ | F() edg= £ (x), 


c'est-à-dire que la quantité F (q) est la composante de Fourier de 
la fonction g (x). Finalement 

E(zx,z,t)=1,E0 Re (f (x, z)e-iot) — 

Re | F (q} ei (ax+ Vi gis-ut) gg. 


=1, 52 


Les raisonnements que nous venons de développer sont égale- 
ment valables pour un ensemble de fentes indéfinies parallèles 
à l'axe des Y. Pour une fente unique on obtient 


, 


F (g) = ere ag = 2 ST 


R 
E (x, z, 1) =1, € = singe cos (ot— gr — V k?— Q2z) dg + 
—k 
+ 1, 0. | ee e VT-R?E: cos qz dq cos wt. 


h 


Le premier terme de l'intensité E (x, z, {) du champ électrique 
exprime une onde progressive qui se propage depuis l'écran. Le 
deuxième terme représente une onde stationnaire dont l'amplitude 
ne diffère notablement de zéro qu’au voisinage de l'écran. D'après 
l'ordre de grandeur, : deuxième terme est plus petit que le premier 


dans le rapport de L 1. Il doit être rejeté pour ne pas dépas- 


ser la précision te pour le calcul. Ainsi, l'onde diffractée 
est de la forme 
E 


E (x, Z; =, — 


sin ie 


——— cos (@t— k’r) dg, 


l 
Æ 


où le vecteur d'onde k’ = 1,q + 1, Vk? — q° fait un petit angle 
8 avec la direction de propagation de l'onde incidente. Sa composante 
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située dans le plan transversal XŸ est liée à l'angle de diffraction 8 
par la relation 
g = ksin 0 = &6. 


Considérons une bande indéfinie de largeur unité (—o < z < 
<>, y LY L Yo + 1, Yo étant arbitraire) située à une certaine 
distance z de l'écran. La moyenne temporelle sur une période T = 
— 21/w du flux de l'énergie électromagnétique.à travers la surface 
de cette bande a pour expression 

00 R 
a — sin? 
=" | (x, c,t)dr = EE [ee du (4) 
où le trait surlignant le carré de l'intensité du champ électrique 
de l’onde diffractée indique une moyenne temporelle sur une période 
d'oscillation. 

La valeur de / est indépendante de z. Cela signifie qu'elle se 
confond avec la moyenne! temporelle de l'intensité 7, — cEïa/4n 
de l'onde incidente, rapportée à l’unité de longueur de la fente si 
l'on néglige les petits termes d'ordre 1/ka. 

La région efficace d' angles de diffraction est comprise dans Les. 
limites —06, <0<0, où 0h > 1. Admettons que la longueur 
de l'onde incidente est si petite que 4a8, > 1. Par conséquent. . 
l'intensité (4) de l'onde diffractée par unité de longueur. s'écrira. 


d®. 


6m 
[= Jo sin? kaô 
To ka6? 
- Om 
On en déduit la répartition angulaire de l'intensité de l'onde dif- 
fractée ; 
sin ka 
di = L nat de. 
Ce résultat peut être également obtenu directement à partir 
des formules (111.25) à (111.27). 
281. En reprenant les raisonnements développés lors de la 
résolution du problème précédent, on obtient: 


E (x, Z, L) — PES Re | F (q) ei (qx+ Vas =: -wt) dg, 


— © 
N—-1 2nb+a ; N-1 
=i NY = - —i 
F (q) = > | e”'1x dx = D (e iq(2nb-a) __ à iqcenb+a)) — 
n=0 2nb-a x 10 
1 ne 
; ! —i2Nqb 
25e Sn pute ee 
e”i-ab 
q î q 1 — 
nu 


= 9 sin qa sin Nab. e=itN—1)qb, 
q sin gb : 
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Si l’on néglige les petits termes d'ordre LE < < 1, l'intensité du champ 


électrique de l’onde diffractée se propageant sous de petits angles 
de diffraction prendra la forme 


E(zx,z,t) — 


COs [@Ë — qx — VA qèz + (N — 1) gb] dg. 


k 
Eo nga sin Vqb 
q sin “sing. 


On en trouve la moyenne temporelle sur une période d'’oscilla- 
tion de l'intensité de l’onde diffractée par unité de longueur dans 
l'intervalle d'angle d6: 


FEU 10 ! sin Vkh0 je sin® kab 


FA ( sin kb6 7 ka do, 


où /, est la moyenne temporelle de l'intensité totale, par unité 
de longueur, de l'onde électromagnétique passant par toutes les 
fentes. 
EU sin® (ka6 cos +) sin? (kb0 sin 1}:) 

282. dl = “aab k26% sin® 1 cos? 4 use, 
où /, est ii. moyenne temporelle de l’intensité totale de l'onde 
électromagnétique passant par J'orifice rectangulaire et 0 et 4 
sont les angles polaire et azimutal du point d'observation. 

Indication. Utiliser les formules (111.25) à (III.27). 

283. Dans l'intégrale (I11.25), effectuons un changement de 
variables d'intégration : x = r cos @ et y = r sin @ où r et œ sont 
des coordonnées polaires dans le plan de l'écran, l’origine des coor- 
données étant choisie au centre de l'orifice. L'angle q est compté 
à partir du vecteur q. Puis, utilisons la représentation intégrale 
(A6.7) de la fonction de Bessel d'ordre zéro. Alors, il vient 


R 2x 
Uq = WU | | ei cor dr do = 21uo Jo(gr)r dr. 


0 0 


D'après la relation (A6.15) on a 
= 2nu,R AG? 


Introduisons la composante de Fourier trouvée dans la formule 
générale (111.27) et utilisons (111.26). Dès lors, la répartition angu- 
laire de l'intensité de l'onde électromagnétique par suite de la 
diffraction sur l’orifice circulaire prendra la forme 


al = 1, TE Q0, 


CH. 11]. CHAMP ÊLECTROMAGNÉTIQUE VARIABLE 207 


où Z, est la moyenne temporelle de l'intensité totale de l'onde 
électromagnétique passant par l'orifice. 


284. dI = I, Fe GP CRE 99, 


où 7, est la moyenne temporelle de l'intensité totale de l'onde 
électromagnétique passant par l'orifice annulaire. 

285. La composante de Fourier de l'onde diffractée s'exprime 
sous la forme de l'intégrale double (III.25) étendue à la surface 
de l’ellipse de demi-axes a et b. Le changement de variables d’in- 
tégration zx = ar cos @ et y = br sin @ conduit à l'intégration sur 
la surface du cercle de rayon unité. L'angle q@ est compté à partir 
du vecteur Q — 1,ag, + 1,bg,. Compte tenu de la représentation 
intégrale de la fonction de Bessel (A6.7), on obtient 


1 27 1 
Uq = abus | | e-Qrco8® 7 dr dy = 2nabus \ Jo(Qr)r dr. 
Ù 0 0 


En utilisant la formule (AG.15), mettons l’expression obtenue sous 
la forme 


ua = 2abu) 2 OQ, 
Q 
Puis, servons-nous des formules générales (111.26) et (III.27) 
qui conduisent au résultat cherché 


__r abJf (40 y’ a? cos? + b3 sin? y) 
Ml aenvrpsmp 0 
Dans cette formule, 7, est la moyenne temporelle de l'intensité 


totale de l'onde électromagnétique passant par l’orifice elliptique 
et 6 et sont les angles polaire et azimutal du point d'observation. 


286. di = Lo EE de, où 7, est la moyenne temporelle, sur 


une période 7 = 2x/o, de l'intensité de l’onde électromagnétique 
tombant sur l'unité de longueur de la plaque. 


287. dl = 1, GEttS, dQ, où J/, est la moyenne temporelle, 


sur une période T7 = 2x/w, de l’intensité totale de l'onde électro- 
magnétique absorbée par la sphère représentant un corps noir. 


CHAPITRE IV 


RAYONNEMENT DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 
PAR LES CHARGES EN MOUVEMENT LENT 


$ 1. Rayonnement dipolaire électrique 


288. Plaçons l'origine des coordonnées au point d'entrée de 
la particule dans le condensateur et dirigeons l’axe des X dans 
le sens de mouvement, perpendiculairement aux armatures du con- 


densateur. De l'équation de Newton mr = eE déterminons l’accélé- 
ration de la particule qui intervient dans la formule donnant l’in- 
tensité de rayonnement dipolaire électrique. Après cela, on obtient 


Cherchons le temps tn de mouvement en égalant la coordonnée z 
de la particule 


49 
- 


= + Lolm COS & 


TI = 


à la distance / entre les armatures du condensateur. L'énergie émise 
pendant le temps de passage de la particule à travers le condensa- 


teur s'écrira 
__ 2e*Evo 2eEl 
—— ( 1/ + cos? a + cos? a — cos & }. 


2€9. Supposons que l'origine . coordonnées soit choisie au 
centre d: la sphère et le mouvement s'effectue le long de l’axe des X. 
Qe 
R3 
l'accélération et écrivons l'intensité de rayonnement comme fonc- 
tion de la coordonnée de la particule 


[1 2Q°etr° 


3m2cSRS ” 


En partant de l'équation du mouvement mx = Sr, déterminons 


On utilise ici le fait que l'influence du champ de rayonnement sur 
le mouvement de la particule est négligeable. Pour calculer l'éner- 


gie 
Ë 


gx 


1 
z 


CH. IV. RAYONNEMENT DES ONDES ÊLECTROMAGNEÉTIQUES 209 


perdue par la particule pour le rayonnement dipolaire électrique 
au cours de la traversée de la sphère, utilisons le principe de la con- 
servation de l'énergie 


se 


— Éo+ ss (zx°— R°). 
L'énergie 8 de rayonnement est rejetée parce qu’elle est négligeable 


par rapport à l'énergie totale de la particule. Dans ces conditions, 


la vitesse x est une fonction simple de la coordonnée de la partirule 
et l'intégrale par rapport à la variable x est facile à calculer 


€ — 20e° at x 


Inere | mc°ÀR 
260R . 1 2860R 
Fm | em, — 
à La + 1) aresin T'260R far]. 
]/ 1 
| Qe | 


290. ÿ — 210 A0? 


3mci 
. 6 — cu [ue + (oy+ re) ]t, où les axes des X et Z 
sont choisis le long des vecteurs E et H respectivement. 
Jil?w? 
292. I = 23 
293. Compte tenu de la force de frottement de rayonnement, 
l'équation du mouvement de l’oscillateur s’écrira 


. 2e .. : — e FE : 1 

T— nc r+or=— ‘o Sin wl. ( ) 
La force de frottement de rayonnement est petite devant la force 

élastique de l'oscillateur. C’est pourquoi, dans l'équation homogène, 


on peut effectuer avec une grande précision le changement r + —° r 
qui conduit à l’équation des oscillations avec frottement 


Fr + vor + or = 0, 


OÙ Yo — — , Yo € Wo- Par conséquent, la fonction qui exprime 
la solution générale de l'équation homogène correspondante s’at- 
ténue avec le temps. Les oscillations établies de l'oscillateur se 
décrivent par une solution particulière de l'équation (1) proportion- 
nelle à la force extérieure 


eE) {03— 0°) sin ot — wy cos wt 2e°w° 


= oi pop Ÿ = me 
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La moyenne temporelle, sur une période 7, de l'intensité de rayon- 
nement de l'oscillateur est 

y — -“E wt 
7 mic (of— wi} +wy? * 


294. Cherchons l'accélération de l'électron en partant de l’équa- 


… , JT 
tion de Newton mr — La. . Cela permet ‘d'écrire l’énergie totale 


de rayonnement sous la forme 
2Z3e6 C dt 
8x | (1) 


—œo 


Supposons, par souci de commodité, que l'électron se déplace dans 
le plan XŸY et qu'à l'instant t — 0 il traverse l’axe des Y (fig. 10). 


Fig. 10 


Puisque la trajectoire est sensiblement rectiligne, la vitesse de l’élec- 
tron varie peu v, = v, pendant le temps de passage près du noyau. 
C'est pourquoi l'intégrale (1) prend la forme 


co 00 x/2 
ré ) (Buts) vol : SRE 2vols ° 
_— © — 0 0 


On obtient finalement 
nZtes 
ee 3m2cvols ° 
7retd? 
8mic3volt ° 


295. a) Sd. b) $— 


8mic3vols ? 
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296. L'équation du mouvement est de la forme mr — — s 
r étant le rayon vecteur de l’électron dans le plan XŸ. De cette 
équation nous pouvons déterminer l'accélération qui intervient dans 
la formule de l'intensité de rayonnement. Alors, l'intensité de rayon- 
nement dipolaire électrique due à l'interaction de l’électron et 
du moment électrique quadrupolaire de l'atome s'écrira 
= 3D°et 


7 Bmcirs * 


Supposons qu’à l'instant { — O l’électron traverse l'axe des 
Y (v. fig. 10). La trajectoire de son mouvement est sensiblement 
rectiligne. Cela signifie que l'énergie cinétique de l'électron est 
grande par rapport à son énergie potentielle. Puisque l’électron est 
animé d’un mouvement rapide et passe loin du centre de forces, 
sa vitesse varie peu en module v, = vw, et x — Lot. Cette circonstance 
facilite le calcul de l'énergie totale perdue par l'électron pour le 
rayonnement dipolaire électrique 


O0 © 
g— (1 dx __ 3De* dx ____ 15x Diet 
ne vo 4m?cSvo ) (z?+ Et  128m°csvolt ‘ 
0 0 


297. Dans le système du centre d'inertie, le moment électrique 
dipolaire resultant des deux fragments est 
de 7 (Ar 4 75 Qens, d,=d,=0. 
La quantité Qers peut être considérée comme charge effective 
d’une particule de masse réduite 
. A;4: 
FT A+A 
Le mouvement de la particule de masse réduite s'effectue le 
long de l’axe des X et se décrit par l'équation 
“+ ZiZset 
hr — AT ES 
avec les conditions supplémentaires zx (0) = z, et z (0) = 0, où 


zo €St la distance initiale entre les fragments. 
L'énergie totale de rayonnement dipolaire électrique est 


&— 2Q0ËrrZtZset dz 
3u?c3 . sir | 


Mo 


De la loi de la conservation de l'énergie 
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on peut déterminer la vitesse z comme fonction de la coordonnée x, 
ce qui permet de mettre la dernière intégrale sous la forme 


e — 26 He Ed 


— Bu2cZiZeet | 280 (IE) : 
0 


Finalement, l'énergie de rayonnement dipolaire électrique s'écrira 


(2m 2244 j|0e( 8 | 6 
298. L'intensilé Z de rayonnement du proton est proportion- 
nelle à son énergie cinétique 
2e2 *", 4etH°£€ 


1 = 33 . 3m3ct 


Cela perment d'établir pour la grandeur cherchée une équation 
différentielle 


La solution de cette équation fournit la réponse au problème posé 
an? 
£=8 exp ne ). 


7 3mSci 
2e°w°t : 

299. 6 = 60 exp(— es). 

300. L'écart au mouvement circulaire, dû à la perte d'énergie 
de l’électron pour le rayonnement, est très faible pendant une ré- 
volution autour du noyau. Aussi, à chaque instant de temps, les 
énergies cinétique et potentielle de l’électron s’expriment-elles 
par son énergie totale €. Cette circonstante permet d'exprimer 
l'intensité de rayonnement dipolaire électrique par l'énergie totale 
de l’électron 

2e _ 2e ( Ze L 3264 


3e 3e | mre | — 3cs (mZe)? 


L'énergie de l'électron est dépensée pour le rayonnement 


LL de ___ 32641 
dt  3cS(mZe)° 


d’où l'on déduit la loi de décroissance de l'énergie totale de 
l’électron 

1 1 32t 

er en (mZe)® cs * 


# 


où € — —Ze*/2R est la valeur initiale de l'énergie totale de l'élec- 
tron. On obtient le temps de chute de l’électron sur le centre de forces 
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en faisant tendre l'énergie vers l'infini avec le signe moins 
pu — mic RS 
Ch 4Zet 


301. Un électron placé à l’intérieur d'une sphère uniformé. 
ment chargée représente un oscillateur dont la fréquence est © — 
[el 


Ry/mR 
2,2 20e 
fréquence. Si l’on tient compte de la force f — 23 r de frottement 


Les ondes électromagnétiques émises ont la même 


de rayonnement, le mouvement oscillant de l'électron deviendra 


lentement amorti. Dans ce cas, on constate que la relation r — —o’r 
est satisfaite avec une haute précision. D'après les conditions initia- 
les, le mouvement de l’électron est uniforme et se déerit par l’équa- 
tion 


z + yz + w°r = 0 
dont la solution a la forme 
z = Re-Y!/=cos wt. 


Ici = “ (y < w). L'énergie totale de l’électron, prise en valeur 
ee ent les instants { et ds a pour expression 


sm" 


302. La dérivée seconde par eu au temps du moment élec- 
trique dipolaire du système s'exprime par la somme de toutes les 
forces subies par les particules. Dans le cas d’un système fermé, 
la résultante de ces forces s'’annule. Aussi, l’intensité de rayonnement 
dipolaire électrique est-elle nulle. 

303. En calculant les pertes d'énergie par unité de volume du 
gaz électronique, on peut sommer non pas les amplitudes du champ 
mais les intensités de rayonnement des électrons composants. Cela 
tient à ce que la distance moyenne entre les électrons est de l'ordre 
de grandeur du rayon de la zone d'onde alors que les déphasages 
des ondes émises par les électrons sont répartis de façon désordonnée. 
L'intensité de rayonnement d’un électron unique situé dans un 
champ magnétique uniforme extérieur d'intensité H est donnée 
par la formule 


LL 


= mo? R°2e- —vt 


detJl 204 


Ibi)=-x, (1) 


où v, est la composante de la vitesse de l'électron perpendiculaire 
au vecteur H. En utilisant la distribution de Maxwell 


9 LME 
AN (v)=No(sr)" e AT du, du, dv, 
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ainsi que les relations 
v = vi + vi, dvd, = v,dv,d\, 
écrivons le nombre d'électrons, par unité de volume, ayant des 
vitesses comprises entre v, et v, + dv, sous la forme 
è 
mt 
d 


Tue TOLT 
e 2kT y, dv, 


dN (v:)= 


où k est la constante de Saaue et 7 la température du gaz 
électronique. En multipliant cette grandeur par l'intensité (1) 
de rayonnement d'un électron unique, on obtient l'énergie de rayon- 
nement, par unité de temps, d'un groupe d'électrons contenus dans 
l'unité de volume et ayant des vitesses de v, à v, + dv,. L'intensité 
totale 7 de rayonnement par unité de volume du gaz électronique 
sera oblenue en intégrant par rapport à la vitesse transversale 


œ __mè 
= NoetH2 je RTE 4NoctH3KkT 


à 7 3mkTes 3mSc° 


304. I — Se cos? VE t). 


305. Plaçons l’origine des coordonnées au point milieu entre 
les dipôles et écrivons la distance r des dipôles au point d'observa- 
tion dans la zone d'onde sous la forme 


_ ad . ; ndo 
o. ST -gs lesT+a ne, 
où n = — est le vecteur unité dirigé du centre du système vers le 


point d' Obssevalton: 
L'intensité du champ magnétique du rayonnement dans la zone 
d'onde est égale à la somme des contributions de chaque dipôle : 


H — wo (nm X d:) 268 [w(i—<)+ wa (ndo) + 
| r 


cr 2cd 
+ cos [o(t—2) — )-  J= 
_ 20° CE € os CA) cos (2). 


L'intensité de rayonnement, prise en valeur moyenne sur une période, 
est 


i 
I = 24 | (1 — 2?) cos? dx = 
0 


= 2dox 3 [+ sr (à sin +—cos+) |. 


Dans le cas limite où ax on a I= + dur. 
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306. 1= M exp (—À), .&— V' 2x No tTo 


3c° 2T£ 3c3 
307. 82 (uri+u), well. 
308. En nous servant de l'équation de Newton mr = I. 


exprimons l'énergie 8, émise dans l'intervalle d’une période 7, 
par l'intégrale 


En partant de la loi de la conservation de la quantité du mouve- 
ment mr = M, passons à l'intégration par rapport à l'angle polaire 
, en utilisant à cet effet l'équation de la trajectoire 

£ =1+ecostŸ, 


où le paramètre focal se et l'excentricité e sont connus: 


26M"° 
PE TS ’ eV 1+87 TZ mZies ° 


On obtient finalement 


2nZtel0m 26M? 
Êd = —3ppres (3 + ze )- 


309. Dans le système du centre d'inertie, en coordonnées rela- 
tives, l'équation de Newton et le moment électrique dipolaire du 
système s'écriront: - 


- ' CMe — eg 
ur= +, de = Qerrr. 
Ici, p— Te est la masse réduite et Qerr la charge effective. 


Le moment cinétique total M et l'énergie totale & du système sont 
donnés 


M = uivo, 8= Hi, 


L'énergie &4 perdue pour le rayonnement dipolaire électrique 
s'exprime sous la forme d'intégrale: 


eh ( dt _ 4Qhretei . 
se | À Mer Tue cosvr a 
où p est le paramètre focal, e l’excentricité de. l’hyperbole et 


® 


l'angle d'écart maximal par rapport à l'axe polaire, ayant pour 
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expressions 


P=— — e=y/1+(#4) Ÿm = arccos +. 


ejee 


L'intégration donne 
— 1e) _ [ee \° Lol =, 
Éd = ures (vol ( mi: ) [(1+5e ) Pr 7 € sin Ÿm |. 
4nea?mé: 


310. Éd = 5m ma . 


87e CC 
311. A navges ja arr re am 
ES | r2  muÿ 
où ro = ro (L) est la distance minimale dont s'approche du centre 


de forces une particule passant avec un paramètre d'impact L. 
La quantité r, est la racine de l’équation 


$ 2. Rayonnement dipolaire magnétique. 
Rayonnement quadrupolaire électrique 


312. 1 TE sin 6. 


__ atb2Jäot 

313. Ps 
28 Qu, H 
314. a cos ot, @—— He. 


315. Le moment électrique dipolaire d du système de charges 
doit satisfaire - la condition d=0. 


316. T1 = ——— = ET [£?v? — (Ev)?]. 

___ Q*Ruÿyÿ 
317. I= RS 

Qu? f QHR \4 . 

318. 1= 5 (- ) si in2 6. 

__ 8 PRE | EP 
319. = (— 
320. £— V 210 " 


321. 1 = EE ÿe ui D». 
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322. Dans le système de coordonnées du centre d'inertie le rayon- 
nement dipolaire magnétique est nul. Dans d’autres systèmes de 
coordonnées le rayonnement dipolaire magnétique existe. 

323. Si l’origine des coordonnées est choisie au centre d'inertie, 
alors, après le passage aux coordonnées relatives, le moment magné- 
tique de deux particules chargées s'exprime par le moment ciné- 
tique total qui dans le cas d’un système fermé garde une valeur 
constante. C’est pourquoi, la dérivée par rapport au temps, du mo- 
ment magnétique devient identiquement nulle et donc le rayonne- 
ment dipolaire magnétique est aussi nul. 

324. Le moment magnétique du système est proportionnel 
à son moment cinétique. D'après l'équation du mouvement, la 
dérivée par rapport au temps du moment cinétique du système 
est égale au moment des forces extérieures. Ce dernier est nul parce 
que le système est fermé. Cela signifie que la dérivée par rapport 
au temps des moments cinétique et magnétique est identiquement 
nulle et le rayonnement dipolaire magnétique est absent. 

325. Le moment magnétique u du système de particules chargées: 
s'exprime par le moment cinétique total M à l'aide de la formule 


e 
h=-— M. (1). 
Dans un champ magnétique extérieur, l'équation du mouvement 
du moment M est de la forme 


dM 
7 =UXH. (2) 


Des relations (1) et (2) on déduit 


d eH 
Te (Qxp), =, 
ce qui signifie que le vecteur u tourne autour de la direction H 


avec une vitesse angulaire —Q. La rotation du vecteur pu produit 


| ; 2 ; H 
un rayonnement dipolaire magnétique de fréquence Q — = 
Les intensités des champs magnétique et électrique dans la zone. 


d’onde ont pour expressions : 


e°H° 
Hu=- (nxX(u: Xn)), Ex=Huxn, 


où n est le vecteur unité porté à partir du centre du système vers: 
le point d'observation et um, la composante du moment magné- 
tique perpendiculaire au vecteur H. 


__ Aujwt 2 Aot+a 
326. 1= 75 COS ——. 
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327. Le moment magnétique total du système est 


N-1 N-1 
u=p D cos(w+ne)t=poRe(eist Seine) — 
n=0 n=( 
iNet Sin Net 
ut 1e” 2 N—1 
= 101  \— 
Ho Re (e —r ) Mo — cos {w+ D e)t 
2 


L'intensité de rayonnement prise en valeur moyenne entre les 
instants t etft+2x/w s'écrira 


sin® 2 
__ u8ot 2 
I= 3e 
Sin° —— 
21t| 
INuiot — N'u$otr 
328. l= se + . Êé = 35 —" 


329. L'intensité de rayonnement quadrupolaire électrique est 
indépendante du choix de l'origine des coordonnées si les conditions 
suivantes sont satisfaites : 


= o. 


où Q'et d sont respectivement la charge totale et le moment électrique 
dipolaire du système rayonnant. 

330. Le rayonnement dipolaire électrique est nul. L'intensité 
cherchée vaut la somme des intensités de rayonnement dipolaire 
magnétique et de rayonnement quadrupolaire électrique du système 
de deux charges. 

Commençons par: résoudre le problème dés oscillations de la 
boule dans l'hypothèse où l'énergie rayonnée est négligeable par 
rapport à son énergie totale. En choisissant l’origine des coordonnées 
au point milieu de la barre et en confondant le plan XŸY avec le 
plan d'oscillations (l'axe des X est parallèle à la force de pesanteur), 
on obtient pour les coordonnées de la boule les expressions suivantes 


z=l, y—=tlp, z=0(. 


Ici, y est l'angle d'écart de la barre par rapport à la position vertica- 
le, qui varie suivant une loi harmonique 1 = 1, cos wé, où w — 
— V g/l et g est l’accélération de la pesanteur. En déterminant les 
coordonnées de la boule, nous avons utilisé le développement en 
série suivant le petit paramètre | | € 1 et rejeté tous les termes 
‘en 1 dont le degré est supérieur au premier. 

Connaissant la loi de variation des coordonnées de la boule, 
on détermine la variation des coordonnées des deux charges en fonc- 
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tion du temps. Après cela, l'intensité de rayonnement dipolaire 
magnétique se calcule par la formule générale 


D — elhpiot 
H— 3%t ‘ 

Dans l'expression( donnant le tenseur de moment électrique 
quadrupolaire du système de deux charges, il convient aussi de 
rejeter les termes de degrés supérieurs en angle parce que la boule 
effectue de petites oscillations 


2 3 O0 
Des = 2el2 (s = . 


0 0 —1 


Dans ces conditions, is moyenne temporelle de l'intensité de rayonne- 
ment quadrupolaire électrique prend Ja forme 
É— el48w 
D— 5c? 
L'intensité totale du rayonnement des deux charges est égale 
à la somme des intensités de rayonnement dipolaire magnétique 
et de rayonnement quadrupolaire électrique 


__ 8etlip}os 
Le 1505 
___ (— lo) emma 2 
331. 1= 2 | re) [4 (2 — Lo)? + EL]. 


332. Dans le système du centre d'inertie, le moment électrique 
quadrupolaire total des fragments du noyau qui s'éloignent l'un 
de l’autre suivant l'axe des X est de la forme 


ZA; A,7° - - ' 
€ z° 
dt (0 E ) 


0 O —1 
où x est la coordonnée de la particule de masse réduite 
Le A; As 
FT A +4 


et m est la masse du nucléon. En utilisant l'équation de Newton 
et le principe de la conservation de l'énergie 


+ ZiZae 73  ZiZset 
doué, ze, 
il n'est pas difficile d'obtenir la relation 


dr: a 22 ,Zset E2 


dt [re xt 
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Après cela, le problème de l'énergie se ramène au calcul de l’in- 
tégrale 


Der 5e € 7/2 
dre (2) 
242 7565 | Z3Z3eS ? 

Xo 


où zx, est la distance initiale entre les fragments (voir aussi la ré- 
solution du problème 297). En définitive, l'énergie de rayonnement 
quadrupolaire électrique dû au mouvement des fragments s'exprime 
par la formule 


E = — 


( A1 + A: en &0 ie 60 
F5 24,4; mc= À,4, 


333. En calculant la dérivée troisième par rapport au temps 
du tenseur 
D, ap — e (3zo x — TO aB) 
de moment électrique quadrupolaire de la charge e, on ne devra 
pas oublier que l'accélération r =<E du proton est constante. 
Donc, 
Dog — 3e (3zat + 3 LoTs— Or r ap). 


La somme cherchée D,8Dpha est calculée sous sa forme générale 
après quoi l'accélération du proton est exprimée par E. Finalement, 
l'intensité de Mn ati s'écrira sous la forme 


I = 


1 32e?w°t 
334. 5 = Sn + — 


335. p=r+4p/ 22 


Te ((vE)2+ 3v2E°]. 


L 


4e? R? 32e°Rtwf 5 
Ta= ue (1+ cos Ÿ), 1= 5 cos? y. 


336. I, Lu=0, Ip 


Indication. Un dipôle ponctuel de moment d doit être 
considéré comme le cas limite d'un système de deux charges e et 
—e, dont la distance / se réduit jusqu'à zéro alors que la valeur 
absolue des charges croît indéfiniment de sorte que 


lim el— d, (1) 
10 


où le vecteur l est dirigé de la charge négative vers la charge positive. 
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C'est pourquoi le moment magnétique produit par le dipôle 
tournant est la limite de la somme suivante: 


patin £[(e+2)+ (42) (2)x (21) 


= ([(dxr)+ (rx d]= (rx r) 


r étant le rayon vecteur du dipôle tournant. 

Quant au tenseur de moment électrique quadrupolaire, il est 
commode de le déterminer d'abord dans un système de coordonnées 
tournantes X’Y’Z" dont l'axe des Z’ se confond avec l’axe de rota- 
tion et l'axe des X” passe par le dipôle parallèlement à son moment d. 
Dans ce cas, le dipôle est considéré comme système de deux charges 
e et —e, situées à une certaine distance fixe / l'une de l’autre. Après 
avoir déterminé le tenseur de moment électrique quadrupolaire 
Deg pour la valeur fixe / dans le système de coordonnées tournantes, 
il convient d'effectuer le passage à la limite (1) pour chaque com- 
posante de ce tenseur. Finalement, le tenseur cherché prendra la 
forme 


2 O0 oO 
Dis=2Rdl0O —1 0 
0 O0 —1 


En réalisant un changement de coordonnées, on calcule le tenseur 
de moment électrique quadrupolaire D,4 dans le système de coordon- 
nées XYZ au repos dont l'axe des Z est confondu avec l’axe de rota- 
tion et l’origine avec le centre de la circonférence : 


3cos°ot—1 3sinwtcosot 0 
Das = 2Rd | 3sinotcoswt 3sin?wt—1 0 


(0) 0 —1 
197 1 See. 
16a°d°6$ 
399. mt, ju 
340. 6 = € exp ( — it : 


341. Le rayonnement est nul. 


342. 1 = ee 


PE sin* of. 
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_ Q°Riwf 
343. I=< 


344. La précession de l'anneau uniformément chargé produit 
un rayonnement quadrupolaire électrique. Le tenseur DGg de mo 
ment électrique quadrupolaire de l’anneau se calcule sans difficulté 
dans un système de coordonnées avec prime X’Ÿ’Z", solidaire de 
l'anneau tournant (v. fig. 4). Dans ce cas, les composantes non dia- 
gonales du tenseur D,$ s’annulent alors que les composantes dia- 
gonales prennent la forme 


Diyy = Dj = 7R*g, D,, = —2rR*q. 
La matrice a,g de changement de coordonnées zx, = a,gzg du 


système tournant en système au repos se détermine par voie habituel- 
le : 


cosŸ —cos 6 sin sin 6 sin 
Gap = | Sin Ÿ cos Bcosy —sinGcos |, 
(0 sin 6 cos 8 


où l’on a introduit la notation y = œt. Le tenseur de moment élec- 
trique quadrupolaire dans le système de eoordonnées au repos se 
calcule par la formule générale 


; » TT 
Dog = dastpyDsy = acoDeyais: 


Finalement, l'intensité de rayonnement quadrupolaire électrique 
prend la forme 


AP OL (15 sin* 6 + sin° 6). 


10c° 
__ 8Q°ltwf 
345. 1= EE. 
346. di COLIS sin? ot, 
2 == 
In = mt sin? of. 


347. Le tenseur de moment électrique quadrupolaire du disque 


est : 
D,yp = 0 pour a Æ f, 
Du=L(2a—b), Due T(2—a, Das= — TL (ar+b), 


où Q = x abo est la charge totale. Lors d’une déformation, les 
demi-axes a et b du disque varient dans le temps suivant une loi 
a = RÜ+e, cos (ot + &,)], b — R [1 + e, cos (ot + œ2)], 


où les grandeurs &, et e, sont proportionnelles au petit paramètre f 
et donc sont petites elles aussi: €, € 1 et e&, € 1. D’après l’hypo- 
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thèse, la surface du disque est égale à celle d’un cercle de rayon 
R, si l’on néglige les termes quadratiques en paramètre $. Une telle 
condition conduit à une relation qui doit être identiquement vérifiée 
pour tout {: 


e, cos (ot + @;) + € Cos (ot + &2) = 0. 
De cette identité on déduit les égalités e, = —e, et &; = 2. 
De façon analogue, la loi de variation du paramètre de déforma- 
tion conduit à l'identité 


e, Cos (ot + &,) = f cos wt, 


d'où on déduit e, = B et «, = 0. Ainsi, les composantes diagonales 
du tenseur de moment électrique quadrupolaire prennent la forme 


Du = (1 + 68 cos wt), 


Do mm ET (1 — 68 cos wi), 


aRte 

2 e 

En gardant les termes de degré le moins élevé en paramètre f, 
on trouve la moyenne temporelle sur une période 7 de l'intensité 
de rayonnement 


Ds = — 


[= a2Rt0°wtf? 
7 SO  * 
_ aj°p°wtf* 
348. =. 
349. Le potentiel vecteur (1V.11) dans la zone d'onde s'exprime, 
compte tenu des corrections d'ordre vi/c*, par 
e e ce TN 
d uxn D 1  d° : 
A (rit tt D ei (nr)? vi, 


C 


ii 
où le rayon vecteur r, de la i-ième charge, ainsi que les grandeurs 
d, u, Det v, sont pris à l'instant & — r/c. Ici, on a noté T 

N N 
e 
if if 
N 
» r 
Ds = > eg (SriaTa3 — 7008); N—= —e 
im! 


L'intensité de champ magnétique de l’onde émise est 
H + Axn. 
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En calculant le flux du vecteur de Poynting à travers la sphère 
de grand rayon, on trouve l'intensité de rayonnement avec la pré- 
cision donnée 


; N 
Ou? D: 4 (0 > ds : 
++ ae ter | dxn) = D, ex (nr:;)2(vs X n) dQ. 


i=i 


2d2 
1=< 


Le dernier terme exprime la quantité A7 cherchée qui, après 
l'intégration par rapport aux angles, prend la forme 
2d d ; 
Aer D'eil2rivi—(rivi)nil. 
ii 
350. Puisque le rayonnement dipolaire magnétique est absent, 
l'intensité de rayonnement de la charge e est donnée, compte tenu 
des termes d'ordre v*/c°, par la somme de trois termes 
: 2,22 DE 
re 3c3 ES 18065 + A7: 


La quantité AZ a été calculée dans le problème précédent : 


24 D 
15c5 dt 


9e? ee . - . 4 2£2 E 
= [AUÈVE + (vv)2 +2 (rv) v°]= RTE (22 +), 


AT = [2r2v— (rv)r] = 


où r, vet v représentent respectivement le rayon vecteur, la vitesse 
et l'accélération de la charge. 

L'expression de l'intensité de rayonnement quadrupolaire élec- 
trique en fonction de la vitesse de la charge a été obtenue dans le 
problème 333: 


D£g __ 6etE®i® 
180c°  5m°c ” 
L’accélération qui intervient dans la formule donnant l'inten- 


sité de rayonnement dipolaire électrique doit être calculée compte 
tenu des corrections relativistes d’ordre v*/c°. A cet effet, utilisons 


l'équation du mouvement _. p=eE et les formules 


2 
ME, ge, LEE, 


, 


qui sont valables pour une particüle rapide. Ces relations permet- 
tent d'exprimer l'accélération par la vitesse. En développant l'ac- 
célération trouvée en série suivant le petit paramètre v*/c* et en 
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gardant la seule première correction relativiste, on obtient 
e e2E3 v2 
V=— (1-37). 


En faisant la somme des termes partiels, on trouve en définitive 
2e4E? 6v? , Ge(rE) 
1= ( ) (4) 


"Bmics 1+sr 5e LA 5mci 


Supposons qu'à l'instant { — 0 on a r (0) = v (0) = 0. Alors à un 
instant quelconque f, on obtient 


e co 


On voit que la correction à apporter à l'intensité de rayonnement 
est proportionnelle à v*/c. 

Comme il a été dit dans l'introduction au chapitre IV, l'intensité 
de rayonnement que nous considérons ici dépend du choix de l'ori- 
gine des coordonnées à l’intérieur du système rayonnant. En parti- 
culier, à l’instant où la particule chargée se trouve à l'origine des 
coordonnées, l'intensité de rayonnement trouvée (1) est numérique- 
ment égale à l'intensité de rayonnement d'une particule relativiste 


(V.59), si l’on pose _ < 1 et tient compte de la correction d'ordre 


v*/c°? (voir le problème 449). Cette circonstance tient à ce qu'à l'ins- 
tant considéré la quantité (1V.16) est numériquement égale à l’in- 
tensité de rayonnement (V.59) de la particule relativiste alors que 
le flux du vecteur de Poynting est calculé à travers la même sphère 
de grand rayon dans les deux cas indiqués. 


$ 3. Décomposition spectrale 
lu rayonnement 


351. La dérivée seconde par rapport au temps du moment élec- 
trique dipolaire de l’électron est 


CE at 
“o= {me cos opt pour é>0, 
pour t<< 0. 
La composante de Fourier de cette fonction est de la forme: 
(to) SES (PEN RON 
do) = (rurrer t W=urrer) 
Pour l'énergie émise sur des fréquences allant de «& à © + do 
on obtient l'expression suivante 
dE. = 2etEÿ w° + a do. 
07 Snmics [w—+ 0) +2] [(w—w,) +0] 
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Le 2Jiloÿ$ w® 
392. déu = 3ns Toro telle Fe 4 
353. ds = RS — du, où on a noté 
2 1 Ÿ 
(@— 00) + 


4 2 
=, qe (y oo). 


354. L’équation du mouvement de l’oscillateur tenant compte 
de la force de frottement de rayonnement 


Ci 
- 


ee 2e ..e e 
Er ares r +or=—E (1) (1) 
est définie dans un intervalle de temps infini — © < {<< oc. Dans 
la région { < 0, les premier et second membres de cette équation 
sont identiquement nuls. 

Développons en intégrale de Fourier les deux membres de l’équa- 
tion (1) et utilisons les relations qui existent entre les composantes 
de Fourier 


r (wo) = — w?r (w), Fr (w) = iw°r (w). 


Résolvons l'équation algébrique ainsi obtenue par rapport à la 
quantité r (w): 


___e E (w) 
r(O)= 0 
à 2e°w° : 
où YV= 5 et la fonction E(w) est connue: 
E (w)= |E (+) ei”! dt. 
Û 
D'après les formules (1V.20) et d (©) = —ew*r (w), l'énergie de 


rayonnement dipolaire électrique par l'intervalle de fréquence de 
o à © + dw prend la forme 


2et wt|E (w)|° d 
3nmic (w5°— w2)* + Y°w° 


dés = 


2e°w2 
355. Aw — 3 = L 


356. Dans la zone d'onde, le vecteur de Poynting peut être 


e # e e # # e C a # e 
exprimé par l'intensité de champ électrique s — 7x En. L'énergie 


totale traversant une aire unité placée au point d Sbéervation per- 
pendiculairement à la direction de propagation de l'onde est dé- 
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terminée par l'expression 


8—-— |" ae [Eee [8 (wo) do, 


0 


___ cE$ 1 
En (&) — 1672 (@—w0)? + «°° 
La quantité 6n(w) décrit la composition spectrale de l’impul- 
sion électromagnétique ayant traversé l’appareil. La représentation 
graphique de la fonction 6, (w) donne le contour de la raie spectrale. 
On appelle demi-largeur Aw/2 de la raie spectrale une valeur du 
module de la différence w — w, pour laquelle la fonction 6, (o) 
devient égale à la moitié de sa valeur maximale. On en trouve pour 
la largeur Aw de la raie spectrale la valeur suivante: Aw = 2«. 


357. AG = ——}—. 
rV1+V2 
358. Aw-V2mM2 
To 
>: 8etE= 
359. d£,, — = Trier ae sin? ( (o AE 


_ 37rm°c°w a eE 


361. Le temps + d'interaction entre le proton et le noyau est 


de l’ordre de grandeur de //v,. L'énergie émise aux fréquences faibles 
se décrit par la formule 


2e? (Ve — V1)° 
deu = — 5 dw, 


360. 48, = 22 si Là 


dans laquelle v, et v,. sont les vitesses du proton respectivement 
avant et après la diffusion sur le noyau. L'énergie émise est négli- 
geable par rapport à l'énergie totale. Aussi, l'énergie cinétique 
du proton n'est-elle pas changée après la diffusion. Au cours de la 
diffusion, la vitesse du proton tourne d'un petit angle 0 1, tout 
en restant inchangée en valeur absolue. Cette circonstance permet 
de calculer l’angle de diffusion 6 en procédant comme suit. Choisis- 
sons l’axe des X dans le sens de la vitesse v, du proton incident 
et amenons le plan XY en coïncidence avec le plan de diffusion. 
Alors, il est évident que 


(g0— —# Ed 
Dans le cas de la diffusion sur de petits angles, on peut écrire de 


façon approchée ig 68 = 8 et v.. = v, = v,. La composante trans- 
versale de la vitesse après la diffusion se calenle par intégration de 
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l'équation de Newton nm, — F,. La trajectoire étant rectiligne, 
on obtient 


C0 00 


__ 12e dx 22e? 
7 mt | ECRNOYESS mul ° 
Le triangle construit sur les vecteurs v, et v, est un triangle 
isocèle avec un petit angle 0 au sommet. Cela permet de calculer 
le module de la différence de ces vitesses par la formule 


NN | Vi — Vo | = v00. 


En réunissant les résultats obtenus, on a en définitive 
‘ 2: d 3 ° 
 _ QU = tou. be. (< dv. 


ho 37hwc* \ mvol 


362. Passons au système du centre d'inertie et dirigeons l'axe 
MM 
pe ou mms 
volant de l'infini vers le centre du champ répulsif coulombien. 
Son mouvement se décrit par l'équation de Newton 


des X à la rencontre de: la particule de masse réduite u — 


"7 ere 
pre 


avec les conditions supplémentaires x (0) = ! et x (0) = 0 pour 
t—=0 


Le problème de rayonnement fait intervenir la dérivée seconde 
du moment électrique dipolaire d — 1,4 donnée par l'expression 


Et e lo 2 e le Eye 
m] Ma m] Me TZ° 


La composante de Fourier d (w) de cette fonction s'exprime par 
l'intégrale 


Pour calculer cette intégrale, passons à une nouvelle variable d'in- 
tégration qui est généralement utilisée dans les problèmes relatifs 
au mouvement dans un champ répulsif coulombien 
_ ch? Ë 
t= @+shé), z=lch—, 


où ow, est la fréquence caractéristique définie par 


_ 2 7 2eses (m3 + M2) 
Vo + J/ ie . 
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Alors, la composante de Fourier s'écrira 


d'(o) = ( +) F(o), 


Of? \ m: Me 
( 12GHhE dE 
F (w) = | € o T+ch 


Prenons cette dernière intégrale par parties, après quoi changeons 
la variable d'intégration E = in + n et utilisons la formule con- 
nue pour la dérivée par rapport à son argument z de la fonction de 
Hankel de première espèce d'ordre p: 


P-2 sb 1 sh n dn = — in H(1) (2). 
“8 


Alors, la fonction F(w) prend la forme 


T0) 
AO ——— 4)’ . © 
F(o)= Te ® He (ie). 
w CS 


L'énergie émise sous la forme des ondes dont les fréquences 
sont comprises dans l'intervalle do se décrit par la formule 


4e 


Dans le cas des fréquences de O we ©, prenons dans l'aide- 
mémoire [9] l'expression asymptotique pour la fonction de Hankel 
et sa dérivée 


HGY (i = 


CO },) TT ? 


si bien que l'énergie émise aux fréquences faibles prend la forme 


___ A6e;esmim € €2 \* 
Sr ren cru 9 


Dans le cas des fréquences élevées w © &,, utilisons la formule 
donnée dans l'ouvrage _ 


’ 6 2 
H{)" (iv) = —7s (+ }" r + +) pour v> 1, 
où [(z) est la fonction gamma de l'argument z — 2/3. On voit 


qu'aux fréquences élevées, la densité spectrale du rayonnement 
décroît essentiellement suivant une loi exponentielle 


6, = eme (ee )"[çr(2) (2) eau, 
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363. En appliquant la même méthode de résolution que pour 
le problème précédent, on trouve la composition spectrale du rayon- 
nement 


- hejeemiMo € _ €» \? 
dBa= ete (ms me) 1 ()I?du, 
où l’on a introduit la notation 
Ci Œ+h dE 
far [ere ( 


0 


Pour © € 5, la fonction f (w) peut être remplacée par l'unité. 
Aux fréquences faibles, la densité spectrale du rayonnement est 
quatre fois moins grande que dans le problème précédent 
_ 4ejeeMmimMme €] Co 2 
dE rdc (m;, + me) (= +) do. 

Dans le domaine des fréquences élevées © > wo, prenons l’in- 
tégrale (1) par parties pour que les termes qui apparaissent contien- 
nent la fréquence w au dénominateur. Prenons, toujours par parties, 
l'intégrale restante en augmentant la puissance de w au dénominateur 
des termes qui suivent. En continuant indéfiniment ce processus, 


. re “pe. « . s (Q) 
on obtient une série infinie suivant le paramètre — & 1. Aux 


grandes fréquences, il suffit de se borner au premier terme de cette 
série asymptotique 


f@w)=ire 


A la différence du résultat obtenu dans le problème précédent, 
la densité spectrale du rayonnement décroît ici suivant une loi 
de puissance deux 

2eîes ei € \ = dw 
dE sans (mr mn) ur 

364. Supposons que l'instant zéro { — O corresponde au point 
d'arrêt des particules entrant en collision. Alors, dans le système 
du centre d'inertie, la dérivée seconde du moment électrique dipolaire 
des particules chargées est une fonction paire du temps é en cas 
d'une collision frontale suivie de l'éloignement des particules. 
Dans l'intervalle de temps —oo <t1<0 (ou 0 << oo), les 
moments électriques dipolaires . identiquement égaux pour 
les deux cas a et b, de sorte que 


d°(t)—1G(t) pour —o<t<oo, (1) 


de ()=1G(t) pour —o<t<O0, (2) 
(ou OKI oo), 
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où { est un vecteur unité constant et G (t) une certaine fonction paire 
du temps ft. Cette circonstance permet d'écrire 


co 0 
d°(w)=1 | G(t) eïut dt — 12 Î G({t)coswtdt=I2Ref(w), (3) 


d° (o)=1 | G (£) eivt dt = 1j (w), (4) 


(1) 
où f (w) = \ G(t)eivt dt. 

En intégrant par rapport au temps l'intensité de rayonnement 
dipolaire électrique, compte tenu des relations (1) et (2), on arrive 
à la conclusion que les énergies totales de rayonnement dans les 
cas a et b sont liées par l'égalité £8° — 2£6?. D'autre part, les éner- 
gies totales peuvent être représentées sous la forme de la décomposi- 
tion spectrale, ce qui donne 


| |d' (w)]? do = 2 | d? (w)2 do. 
0 


0 


En se servant des formules (3) et (4), on peut mettre cette rela- 
tion sous la forme 


2 | (Re f (w)} du = | 1f (w)l? du. 
0 0 


L'égalité ainsi obtenue peut être démontrée par une autre voie. 
A cet effet, considérons séparément l'intégrale 


co co 0 0 
2 | (Re f (w))? do = | do | dt | dt’ G(t)G({')cos wt cos wt”’. 


Utilisons les relations connues 


2cos wf cos ot” = cos © (t — 1’) + cos w (t + t’), 


= | cos OT do 


—œ 


et mettons cette intégrale sous la forme 


2 | (Re (do = [6 ()G(')1ô8(—1)+ô(t+t)]dt di’. 
0 0 
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Sous le signe de l'intégrale, le terme contenant la fonction delta 
Ô (t + 1’) n'apporte aucune contribution et, de ce fait, le second 
membre de la dernière égalité s'écrira : 


n\G(t)dt= \|f(w)|° do. 
put) 


œ T/2 

365. IT Dintd,[e, dr | diras gr. 
n=i —T/2 
27e _ WT 

366. d&, = He ? do. 

367. dEu = ET wte-20 do. 


Indication. Déterminer le moment magnétique pu (t) du 
courant et puis, utiliser la relation entre les composantes de Fourier 


ni (wo) = —œ°u (w) et l'intégrale donnée dans les tables de fonctions 
[EE dx=+e pour a> 0 
0 
__ 2a’d{o! 1 
368. dés —= ETC 5 (w—0) + do. 
24200 
369. dE, = ED À Jo, 


1571 (©—wp)? + y? 


370. Dans le système du centre d'inertie des fragments du noyau, 
le tenseur de moment électrique quadrupolaire est 


ZA, Asz° x : 
Dy=Eates o 1 0) 
1 + 42) 0 0 —1 


où le mouvement s'effectue suivant l’axe des X. En partant de 
l’équatior du mouvement et du principe de la conservation de 
l'énergie, on justifie l'égalité 

ds 2 22122 (Ai+ 49) 7 


ais 7 mA14a x? 


qui permet de simplifier la formule de la composante de Fourier 
cherchée 


2637212; 


… _. | d 
Dep (w) — “4 Ta | eiot 
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Effectuons le changement de variable d'intégration 


t= 5 (E+shE), 7H mé, 


60 
où oo est la fréquence caractéristique définie par 
— 260 _7/ 260(41+ 42) 
e2Z 22 mA1 A2 
Alors, on obtient 
... 4 Z6 
Das (0) = “2 TosF (0), 


Ci @+sh) shEd 
FQ= [ee eee 


Prenons la dernière intégrale par parties, changeons la variable 
d'intégration È = in + n et utilisons la formule pour la fonction 
de Hankel de première espèce d'ordre p et d'argument z 

À ern-2 sb n dn = in H (2). (4) 
Une telle transformation permettra de représenter le résultat final 
sous une forme commode pour l'étude aux fréquences faibles et 
élevées 
8Z2e° 
de (<) | F (w)|? do, 


457cA? 
0 DE LE Ds 
F(b)=- Re" Ha (: a) - 
Etant donné qu'aux fréquences faibles _ = |[p|=|2|<1 


0 
une région efficace d'intégration dans (14) contient n > 1, on a 


[ epn-sm nan HS fe en = HO (is). 
0 
1 20, 


En outre, de l'ouvrage [9], prenons iHr (1 = 2)= 2m nn pour 


© & wo, où y—eC—1,781..., et C est la constante d' Euler. Ainsi, 
dans le domaine des fréquences faibles w < wo on a: 


__ 272 So \2/ w :_ 20 |? 
dEu = near, (met) (us 19 qu) de. 
Pour un argument imaginaire pur de grande valeur, l’asympto- 
tique de la fonction de Hankel est donnée dans l'ouvrage [1]: 


np (y =z (S)#T(É) pour v>1, 
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où l (z) est la fonction gamma de l'argument z — 1/3. Cela permet 
de déterminer la composition spectrale du rayonnement aux fréquen- 
ces élevées © > wo: 


271w 
8Z*e° So \2le:1 14 \ 2 ds 
JE = — 45ncA® (2 | [ sr (+)] (=) e ‘do. 
371. En opérant comme dans le problème précédent, on obtient 


la composition spectrale du rayonnement lors de l'éloignement 
respectif des fragments du noyau 


8Z?e? 
JE = Toncas (-< ) 1f (@) If de, 


En ne E+sh 5) sh£ dé 
CCE Œ+ch D: 
0 
Oo = 260 _260(41+4:) 
LE e2Z;,2: ] mAA ° 


Dans le domaine des fréquences faibles © << w,, la fonction 

Î (w) peut être remplacée par le nombre 1/2. Alors, il vient 
2Z°e 60 \° 
DBe = near (ner) 

On voit que la densité spectrale de rayonnement aux fréquences 
faibles diffère notablement du résultat obtenu dans le problème 
précédent. 

Dans le cas des fréquences élevées w > w,, il convient de prendre 
l'intégrale (1) par parties pour que les termes qui apparaissent 
contiennent la fréquence « au dénominateur. En répétant cette 
procédure, on obtient une série asymptotique suivant le paramètre 


= < 1. En se bornant au premier terme de cette série, on obtient 


Cela signifie qu'aux fréquences élevées © > w,, la densité 
spectrale du rayonnement lors de l'éloignement des fragments du 
noyau décroît beaucoup plus lentement que dans le problème précé- 
dent où il s'agissait d’une collision frontale des noyaux suivie de 
leur éloignement 

Ze  f 60 \?f wo \4 
LE o = Tone As (&) (à) do. 

372. Indication. La méthode de démonstration est ana- 

logue à celle de résolution du problème 364. 
8e212R? | ; idee 

373. d&,, — FAURE) 20 Le domaine d’applicabilité de la 

formule est limité par la condition de petitesse de la quantité 
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how devant l'énergie cinétique de la particule, condition indispensa- 
ble afin d'exclure les effets quantiques dans le rayonnement. 


374. dx, — ais dw. Le domaine d'applicabilité de la for- 
mule est limité par la même condition que dans le problème précé- 
dent. 


$ 4. Répartition angulaire du rayonnement 


375. L'intensité (1V.22) de rayonnement dipolaire électrique 
dans un élément d@ d’angle solide s'exprime par l'intensité H du 
champ magnétique de l'onde émise. A son tour, le vecteur H dé- 


pend de l'accélération Tr. de la particule suivant la formule 
e(reXn) 
ee 
où n — _ r et est le rayon vecteur du point d'observation. L'ac- 


célération de la particule se détermine à partir de l'équation de 
Newton : 


ae evHo ’ 
or ur 
où 
. chat lt 
n’—1,0cos +1, né 


Ici, n’ est le vecteur unité orienté suivant le rayon vecteur r, de 
la particule. L’intensité dZ (t) de rayonnement dipolaire électrique 
dans l'angle solide dQ à l'instant & a pour expression 

al (t}= LEE 11 — (nn'}2] dQ. 


4nm°c? 


Le produit scalaire nn’ s'exprime par les angles polaires 6 et 
du point d'observation à l’aide de la relation 


(Se —+). 


L'intensité dI de rayonnement dans l’angle solide dQ, prise en valeur 
moyenne sur une période de mouvement de la particule, s’écrira 


dl=-— = us (1 + cos” 6) d{2. 


nn’ = sin 0 cos 


376. di — Se (4 +- cos? 60) dQ, l'axe des Z étant choisi ici le 
long du cote. 


377. dén= a (5) sin? 64Q, où l'axe des Z est choisi 


451R \ Rmc 
le long de la trajectoire rectiligne du proton. 
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2 6p2 
378. dl — _— CRT sin? 284Q. L'origine des coordonnées 
est placée au point milieu du cylindre et l’axe des Z est dirigé 
suivant l'axe du cylindre. 


Indication. Voir la résolution du problème 347. 

379. Plaçons l'origine du système de coordonnées cartésiennes 
au repos au point médian du cylindre et dirigeons l’axe des Z suivant 
le vecteur vitesse angulaire. Le système de coordonnées avec prime 
X'Y"'2" solidaire du cylindre tourne autour de l’axe des Z’ (Z' = Z), 
l'axe des X”’ étant confondu avec l’axe du cylindre. Le tenseur de 
moment électrique quadrupolaire du cylindre chargé dans le systè- 
me de coordonnées avec prime est facile à déterminer: 


2 O0 O0 
’ _ _Q7/h 
Des=D|0 —1 0}, D=<{—-r). 
0 O0 —1 


En procédant au changement de coordonnées, on détermine le ten- 
seur D,,8 du moment électrique quadrupolaire du cylindre tour- 
nant. La dérivée troisième de ce tenseur est 


—sin2oœot cos2œt 0 
Ds == —12D08 cos 2wt sin2ot 0 
0 0 0 


L’intensité de champ magnétique de l’onde émise est donnée, au 

point d'observation de rayon vecteur r à l'instant t’ — t — r/c, 
par la formule 

2Dow5 

H=— Sr 


sin8(1 Xn), 


où 1 = 1, = sin (2wt’ — y) — 1, cos (2wt’ — y) n = +. Ici, 8 et 


sont les angles polaires du point d'observation et n est le vec- 
teur unité indiquant la direction de propagation de l'onde. En 
prenant la temporelle moyenne de (1 X n})* sur une période de la 
rotation 

T 


| (1 X n}? dt =+ (1 + cos? 6), 


0 


1 
T 
on trouve la répartition angulaire de l'intensité de rayonnement 


dl= Se (— A2)" (1— cost 0) d0. 


3271c° 3 


380. dI = #72" (4 — cost 6) dQ. 
€" 


I 
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381. L'énergie rayonnée dans l'angle solide dS2 sur les fréquences 
de w© à © + do peut être mise sous la forme 
dau = 75 |(V'— v) X nf° dOdu, 


c3 


où vet v’ sont es vitesses de la particule avant et après la collision 
avec la sphère. Puisque l'énergie de rayonnement est très petite 
par rapport à l'énergie cinétique de la particule, la vitesse de celle- 
ci n'est pas changée en valeur absolue par suite de la collision: 
v — v'. En partant des considérations géométriques, il n'est pas 
difficile de déterminer la variation de l'énergie émise en fonction 
de l'angle 


dEne = + (1-7) [ sin? 6+ > (cos? 0— sin? 6 cos? 1) + 
+ LE 1 4 sin 20 cos + | dRd 
RV 1—--sin cos + | d . 


w?T2 
382. d£nu = Re ? dde. 


383. dén = _—— (1 + À cos 6) sin? 640, où 8 est l’angle entre 


la vitesse v et la direction du point d'observation. 
384. La répartition angulaire de l'énergie totale de rayonne- 
ment se décrit par la formule (1V.26) dans laquelle 
dXn Dxn 
M or loperct 


d— ez1.., Dxn—6e (322+ 22) n:(1: Xn). 


Dans ces expressions, l'axe polaire des Z est dirigé parallèlement 
à la vitesse de mouvement de la particule, alors que la coordonnée 
z et ses dérivées par rapport au temps sont de la forme 
2 (0) = 12 + vo pour 0O<LI<T, 
lo pour t<0, 
. eE 
z (t) — Fu pour OST, 


ET +00 pour 1{=>T, 
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0 pour {t<0, 
2 (1) — = pour 0O<SI<T, 
(8 pour t>T, 


2 (= (8 ()— 8 (t—*)], 


où T est le temps de mouvement dans le champ électrique extérieur. 
Après avoir élevé au carré l'intensité de champ magnétique 


He z+2(3 2+22)n,](4xn), 


gardons, en plus du terme dipolaire, encore le terme d'interférence 
d’ordre v/c 


e? Dr 2 CE CECI ee à 
H?— RE [++ z (323+3233 ) n, | (1. X n)?. 


En calculant l'intégrale par rapport au temps dans la formule 
(1V.26), tenons compte de la propriété (A3.13) de la fonction delta. 
Finalement, on obtient 


3E (v — 5 Sn 
dEn = 2502) (1 + ICE) cos 8 sin? 6dQ, 


2leE 
U = Vu LE + DS 


385. Calculons l'intensité de champ magnétique du rayonne- 
ment en tenant compte du petit terme, linéaire en vitesse v de mou- 
vement du proton: 


on D a pue ee 
H Le += 5+e(Gz+ss)n](xn), 


où l’axe polaire est choisi suivant la direction de mouvement du 
proton et la coordonnée z et ses dérivées par rapport au temps sont 
de la forme 


E | 
3 (4) = — Œ+to}—+ pour —tlo<i<to, 


| 0 pour LL — Los 

. E 

2(1)= 4 — (t+ to) pour —to<i<to 
LEE 24, pour t>lo 
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0 pour {<<—t 
24)= 1 pour —#<i<io 
0 pour {>{o, 


2 (= [6 (+ 40) — 6 (E— to). 


Pour origine des temps on prend l'instant où le proton passe 
par le point médian de la trajectoire dans le champ extérieur, de 
sorte que 2é, est le temps de son mouvement dans ce champ. 


La composante de Fourier de l'intensité de champ magnétique 
du re. est 


H (r, v)= a [(1+& Ne ce 


[0] 


=> 


RÉ (wf, cos ot) — sin ot, | (1: X n). 


En gardant les termes d'ordre v/c, on obtient finalement 


dre = pers | (1+ À 2 cos 6} RE — TE SU UE cos 8 | sin°6d@, 


27n2m?c3 w? 2c (A) 
où T = 2{o — pe est le temps de parcours dans Île champ élec- 
trique extérieur et v — = la vitesse du proton à la sortie de 


ce champ. 


L'intégration de l'expression obtenue par rapport à la fréquence 
w donne la répartition angulaire de l'énergie totale de rayonnement 
comple tenu du terme d'ordre v/c: 


d£n = _Ev. 


nimes 


(1 + F7 cos a) sin® 0dQ. 


386. Le moment magnétique et le tenseur de moment électrique 
quadrupolaire du système de deux dipôles sont déterminés par les 
expressions 


. 0 1 0 
u=%1, Des=6ad|1 0 0 
0 0 0 


Introduisons les notations suivantes 


n=—, + Dapns — ad, sin ot-N,, 


où 7, = sin 6 cos 4, nr, = sin 6 sin Ÿ, As = cos 8, N, = sin 6 sin Ÿ, 
N, = sin 8 cosw, V; — 0. Alors, à une grande distance r des di- 
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pôles, l'intensité de champ magnétique de l’onde émise prend la 
forme 


cÿr 


H — one [(,. Xn)Xn+(NXnj)]sino (t——). 


Le terme r/c tient compte du retard du signal électromagnétique. 
Connaissant la grandeur H, il n'est pas difficile de calculer le 
flux d'énergie électromagnétique à travers un élément dS = r°d@ 
de surface sphérique de rayon r vu du centre du système de charges 
sous l’angle solide dQ@. Après cela, l'intensité de rayonnement dans 
l'angle solide dQ@, prise en valeur moyenne sur une période T = 
— 21/0, s’écrira: 
a*d£wt 
di — os 


ac 


sin? 6 cos? 1 (1 — sin? 6 sin? 4) dQ. 


387. En appliquant la même méthode de résolution que pour 
le problème 336, déterminons le moment magnétique et le tenseur 
de moment électrique quadrupolaire des dipôles tournants: 


0 0 cos ot 
= — © 1m, Da = | 0 0 sin Of 
coswt sinœot 0 


où m = 1, cos of + 1, sin wt. L'origine du système de coordon- 
nées cartésiennes est choisie au centre de la circonférence et l'axe 
des Z est confondu avec l’axe de rotation. 
D'après la formule (1V.14) l'intensité de champ magnétique 
s'exprime, dans ce problème, par les vecteurs 
.. 3 . 
u — Lo m, D—6RdosN, 


C 


N=—cos8 (1, sin wt’— 1, cos wt”) +1, sin 6 sin (wt"—1}), 


tandis que les variables sont prises à l’instant retardé £’ — { — rc. 

Les notations introduites permettent de simplifier l'expression don- 
nant l'intensité de champ magnétique dans la zone d'onde 

3 

H — — 

Cr 


[(mxn)Xxn+(Nxn)]. 


En prenant la moyenne temporelle de la distribution de l'in- 
tensité de rayonnement (1V.22), on obtient finalement 


di — ss cos? 6 (1 + cos? 6) d2. 
388. d1 = EE cos? 8 (1 + cos! 8) dQ. 


389. Plaçons l'origine des coordonnées au voisinage des dipôles. 
Désignons par r, le rayon vecteur du dipôle extrême. Alors, la dis- 
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position du m-ième dipôle se décrira par le rayon vecteur Im = To + 


+ ma, où m = 0, 1, N — 1. La distance du m-ième dipôle 
au pont d'observation de rayon vecteur r est Rh\ = r — nr, où 
=—+. L'intensité de champ magnétique de l’onde émise 
N=1 
H=nx > d(1—f") 
m=0 


contient le moment électrique dipolaire du système compte tenu 
du retard. La somme d'indice m qui apparaît est calculée à l’aide 
de la formule de la progression géométrique 


N—1 N-1 
> d(t—#" a Re ( D et(ut-kr+krm) | = 
m=0 m=æ0 
NA sin Te 
— d, cos (ot—kr+kro+ 5 ka) 5. 


où k — =n est le vecteur d'onde de l'onde sphérique divergente. 


L'intensité de rayonnement dans l'angle solide dQ, prise en valeur 
moyenne sur une période 7, est 


, Sin ee 
di —= 8xcs int œona (d, X n)° dQ 


390. Pour les dipôles représentés sur la fig. 5, l'intensité de 
rayonnement dans l'angle solide dQ, prise en valeur moyenne sur 
une période T7, est de la forme 


. a { 5cos6 
wtd2 sin? ( - 2 ) 
8nci sin? (S®) 


al — 


sin? 6dQ. 


Le rayonnement est maximal sous l'angle 6 = x/2 et présente 
une symétrie axiale par rapport à l’axe des Z. 

Dans le cas des dipôles disposés sur l'axe des X (fig. 6), la ré- 
partition angulaire de l'intensité de rayonnement, prise en valeur 
moyenne sur une période 7, se décrit par la formule 


sin 0 cos 1 


Ses sin? 6 dQ, 
sin? sin Ocos v) 


ar st wtdi sin? ( 
( 


tol=| to) er 
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où 6 et 4 sont les angles polaires du point d'observation. Le rayon- 
nement présente son maximum dans la direction perpendiculaire 
au plan X2Z. 


$ 5. Polarisation des ondes émises 


391. Dans la zone d'onde, les intensités des champs électrique 
et magnétique de l'onde émise sont de la forme 


IX E_Hyxn. 
c?r 


Ici, r est la distance du centre de la circonférence au point d'ob- 
servation, n = +et ‘d est la dérivée seconde du moment électrique 
dipolaire de la charge 

d — —ew°Rn’. 


Le vecteur unité n° est orienté suivant le rayon vecteur de la charge 


Fig. {1 


(fig. 11). Les composantes des vecteurs unités n et n° sont: 
n, = Sin 0 cosy, n#, — sin6sinw, n, = cos 6, 
n, —= Cos wl{’, ny = Sin o!’, n. = 0, 


où {” — t — r/c est le temps au point d'observation, compte tenu 
du retard, 6 et 1 sont les angles polaires et l’axe des Z est dirigé 
le long du vecteur &. Introduisons deux vecteurs unitaires de base 
7, et t. dans un plan perpendiculaire à la direction n de pro- 
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pagation de l'onde émise 


Décomposons les vecteurs H et E suivant ces vecteurs unitaires 
H == HV +- Hi, E ar Ext + Exr,Vo. 


Les projections des intensités des champs sur les vecteurs unitaires 
t, et t. se déterminent par les expressions 


H:, = Ht,= ar cos 6 cos (wt"—1}), 


He, = Ht,= EE sin (wt'— +), 


c°r 


Er, = H:,, E; — — H;.. 


En tout point de la zone d'onde, pour 0 € 8 <+, les vecteurs 


H et E tournent dans le sens des aiguilles d’une montre si l’on re- 
garde dans le sens de propagation de l'onde (rotation à droite). 


Si + <6< 7x, la rotation est à gauche. Les extrémités des vecteurs 
H et E décrivent des ellipses 


Hr, Hi, Et, , Eï, 
a “He ni. D à =1 
de demi-axes a et b égaux à 
ne 2 cos 81, h— con 
c°r c°r 


On dit qu'une telle onde a une polarisation elliptique droite pour 
0< 6 < —el une polarisation elliptique gauche pour . <8 < 7. 
Le rapport des longueurs des demi-axes + — | cos 6 | dépend de la 
direction de rayonnement. En particulier, si l'onde émise se propage 
le long du champ magnétique 6 — 0 (ou 8 = x), elle est polarisée 
circulairement, alors qu'en cas de propagation sous un angle droit 


6 — = . elle est polarisée rectilignement. 


392. Le rayonnement est polarisé suivant une ellipse dont le 
rapport des longueurs des demi-axes est égal à | cos 8 | où 6 est 
l'angle entre la normale au plan de rotation du moment magnétique 
et la direction du point d'observation. Si l'onde émise se propage le 
long de l’axe de rotation du moment magnétique. l'ellipse se trans- 
forme en circonférence. La polarisation de l’onde est droite pour les 


angles 0 < 0 <Tet gauche pour 5 <6 < x. L'’onde qui se propage 


244 REPONSES AUX PROBLÈMES ET SOLUTIONS 


sous l’angle droit par rapport à l’axe de rotation du moment magné- 
tique est polarisée rectilignement. 

393. L'électron tourne suivant une circonférence de rayon R = 

mcv lelAo 

— je|H, mc 
dans le sens du champ magnétique extérieur (v. fig. 11). La dérivée 
troisième par rapport au temps du tenseur de moment électrique 
quadrupolaire est 


avec une fréquence w — . Choisissons l'axe des Z 


—sin2œt cos2œwt 0 
Des — — 12ew3R? cos 2wt sin2wt 0 
(ÿ) (ù) 0 


L’intensité de champ magnétique de l’onde émise s'exprime par le 
vecteur 


Dapng — 12ew3 sin. L. 
où on a noté 

1 = 1, sin (2wf° — ÿ) — 1, cos (2œt° — 1). 
Ici, £ = 1 — + est le temps au point d'observation compte tenu du 
retard et 6 et sont les angles polaires qui fixent l'orientation du 
vecteur unité n = _ de composantes 


n, = Sin 8 cos Ÿ, nr, = sin 6 sin ÿ, n, = cos 6. 


Dans la zone d'onde, à une grande distance r du centre de la circon- 
férence, les intensités des champs magnétique et électrique de l'onde 
émise sont de la forme 


H=#%% sin0({xn), E—Hxn. 


Introduisons deux vecteurs unitaires de base 


{-Xn +, —nXU:Xn) 
sin ? © sin6 


T, — 


situés dans un plan perpendiculaire à la direction de propagation de 
l'onde. La décomposition des vecteurs H et E suivant les vecteurs 
unitaires Tt, et T, s'écrira 

H — HT, + Hilo, E — Ext, —+- Ez,Ts, 


* 


ou 


9 
H: — — Ke sin 0 cos 8 sin (2wt"— 21); 


H,, -- — © sin 8 cos (2wt"— 21); 


EH Es — H;.. 
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On voit que l'extrémité du vecteur H (et celle de E) décrit une ellip- 
se dont le rapport des longueurs des demi-axes est égal à | cos 6 |. 
Le rayonnement quadrupolaire électrique possède donc une polari- 


sation elliptique qui est droite pour 0 < 8 <get gauche pour 


+ <6 < nr. Si l'onde émise se propage le long de l’axe de rotation 


de l’électron 8 — 0 et 8 = x, l’ellipse se transforme en circonféren- 
ce, alors que si l'onde se propage dans le sens transversal 8 = x/2, 
l'ellipse dégénère en tronçon de ligne et l’onde devient polarisée 
rectilignement. 

394. Le rayonnement dipolaire électrique est polarisé rectili- 
gnement. 

395. Le rayonnement dipolaire magnétique est polarisé rectili- 
gnement. 

396. Le rayonnement quadrupolaire électrique est polarisé recti- 
lignement. , R 

2 6R2 2 6R° 

397. d1 = CPR sine 2640, 1 = CEE, 

où Q = a*bp, 6lest l'angle entre l'axe de symétrie axiale de l’ellip- 


soïde de révolution et la direction du point d'observation. Les ondes 
émises sont polarisées rectilignement. 
Indication. Voir la résolution du problème 347. 


2 (a? — b2}? w 2 (a2 — b2)2 © 
398. di = LEE (1— cost 6) dQ, 1 = LES 
Le rayonnement quadrupolaire électrique est polarisé suivant une 
ellipse dont le rapport des longueurs des demi-axes est égal à 
| cos 8 | où 6 est l’angle entre la vitesse angulaire © et la direction 
du point d'observation. La polarisation de l'onde est droite si l’angle 


0 est aigu et gauche pour _ <6 < nr. Les ondes qui se propagent 


sous des angles 6 = 0 et 6 — x sont polarisées circulairement, alors 
que les ondes se propageant dans le sens perpendiculaire au vecteur 
vitesse angulaire sont polarisées rectilignement. 


$ 6. Diffusion des ondes électromagnétiques 


399. do = (=) sin® 6d@, où 6 est l'angle polaire du point 


d'observation et l'axe des Z est dirigé suivant le vecteur polari- 
sation de l'onde. La section efficace totale de diffusion est 
8x [ e* \° 
PT (= ) L 
400. Si le vecteur polarisation de l’onde est désigné par {. la 
section efficace de diffusion de l'onde polarisée rectilignement dans 
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l'angle solide dQ s’écrira 


do= | 2)" (1 x n} dQ, (4) 


mc° 


où le vecteur unité n est dirigé vers le point d'observation et a les 
composantes 


n; = Sin O0 cosŸ, n, = sinGsinwŸ, nr, = cos €. 
Choisissons l'axe des Z dans le sens de propagation de l’onde et dé- 


signons l'angle azimutal du vecteur polarisation par 4’. Alors, on 
obtient 


( X n)° = 1 — (In) = 1 — sin° 6 cos* (p — Ÿ'). 
Pour déterminer la section efficace de diffusion de l'onde non pola- 


risée, il convient de prendre la valeur moyenne de l'expression (1) 
sur l'angle Ÿ’. Il vient 


do=+ | e | (1 + cos? 8) dQ. 


mc? 
La section efficace totale de diffusion est 
8r e \2 
(ET 


3 mc® 


etES 2 __ Br e? \° 
401. dl=-ss (1 +cos 6) dQ, o=—| ce } 2 
où 6 est l'angle entre les vecteurs d'onde des ondes incidente 
et diffusée. 
1 e2 \2  wt 2 
402. do=+(—) rex ( + COS 6) dQ, 
8x e? \2 wt 
= (ne) Dir: 
où 6 est l’angle entre les vecteurs d'onde des ondes incidente et diffu- 
sée et w, est la fréquence atomique donnée par l'expression wo = 


— Ve/mRS. 
403. do = (—%) RE dQ, 


(wS = w°)* + v°w° 


g — 8x e \2 wt 
—z (=) (@$—w°) + Yw* ? 


où 6 est l'angle entre le vecteur polarisation de l'onde incidente et 
la direction du point d'observation. Les paramètres w, et y sont 
donnés par les formules 


.. V e° re 2e°w° 
Wo— mRS ? V— 3mc 
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404. do= (+) Ed, 


mc° (@ÿ — w*)° + v'w* 
2 2 4 
nn 
3 \me 7 (wÿ—w) +vo* 
où 8 est l'angle entre le vecteur polarisation de l'onde incidente et la 
direction du point d'observation. Les paramètres w, et y sont de la 


forme 
_. 2nplel ___ 2e*w* 
y LL, pe. 


= 
c* 


e* \:2 
 . mc? | ; 
où 6 et 1 sont les angles polaire et azimutal du point d'observation. 


L'axe polaire du système de coordonnées sphériques est choisi le 
long de la direction de propagation de l'onde incidente. 


405. do = | = 
8 


406. o=+( De ) sin? 6, où 6 est l’angle entre le vecteur 
u et l'intensité du champ magnétique de l'onde incidente. 


407. do = ET (1 — HSE sin 0 ) de, 
__ 8x B°wt 
TJ cg + 


où 6 et sont les angles polaire et azimutal du point d'observation. 
L’axe polaire du système de coordonnées sphériques est choisi sui- 
vant le vecteur d'onde de l’onde incidente. 

408. Calculons d’abord la dérivée seconde par rapport au temps 
du moment électrique dipolaire d de l’atome en utilisant à cet effet 
l'équation du mouvement 


dQ 
J—-=dxE (1) 
et l'équation 
d = xd (2) 
décrivant la rotation du vecteur d qui ne varie pas en valeur absolue. 
En dérivant par rapport au temps les deux membres de l'équation (2) 
et en utilisant l'équation (1), on obtient 
cd (dE) 
or Dr a 
où, en vertu de l'inégalité d£E,/J © Q*, les petits termes sont omis. 
Prenons la moyenne temporelle de l'intensité de rayonnement sur 
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une période 7 = 2x/w des oscillations de l’onde incidente 
24? 9 Lo 9 
T=-55 (d'E?— (dE)°]. 


Après cela, la section efficace totale de diffusion (1V.28) s’écrira 
8rdt ( (dE, )? 
1 — le 


D a d'E; 


En prenant la valeur moyenne de cette expression sur la direction du 
vecteur d, on obtient en définitive 


161di 


1 
Gmos = Ze | © da = eur 


$ 7. Rayonnement des sources étendues 


409. Dans la zone d'onde, le potentiel vecteur du champ électro- 
magnétique produit par le courant donné est de la forme 


1 . , r nr’ ’ 
À (r, = (i(rt-2+)av, (1) 
où n =— et l’origine des coordonnées est choisie à l’intérieur du sys- 


tème rayonnant. La distance r au point d'observation est grande par 
rapport à la dimension linéaire maximale du volume parcouru par 
le courant. 

L'intensité du champ magnétique produit par ce courant dans 
la zone d'onde est 


H(r,t)=rotA(r,t)=+ÂÀ(r,t)xn. 
i 


L'intégrale cherchée s'exprime par la différence entre les valeurs 


du potentiel vecteur prises pour { = oo et { — —0o: 
[ H(r,t)dt=—[A(r, œ)—A (r, —o)|xn. 


Pour chaque point d'observation fixe de rayon vecteur r le temps 
de retard . (r — nr’) prend des valeurs finies parce que le domaine 
d'intégration dans l'intégrale (1) est limité. C’est pourquoi la quan- 
tité { — + tend vers + oc quand le temps tend vers l'infini 
1—> + ©. On en déduit que la fonction sous le signe de l'intégrale (1) 
devient identiquement nulle lorsqu'on introduit { — co out — —o, 
si le courant ne circule pas en dehors de l'intervalle de £, à #.. 

Dans le cas où la densité volumique j du courant donné est cons- 


tante en dehors de l'intervalle de #, à £., les fonctions vectorielles 
j = j(r’, co) et j — j(r’, —o) satisfont à la condition de conti- 
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nuité des lignes de courant 
| j(r”, co) dV” — | i(r”, — oo) dV'=nN, 


qui a été établie plus haut lors de la résolution du problème 144. 
Par conséquent, d’après les hypothèses du problème, on a dans la 
zone d’onde A (r, co) = A (r, —c) = 0, d'où 


| H(r, t)dt=0. (2) 


Pour l'onde polarisée rectilignement H = 177 (r, t), l'intégrale 


4 (r, t) dt exprime une surface dans le plan des variables H et t 

ET 

que nous appellerons surface de l'impulsion électromagnétique rayon- 

née. D’après le résultat obtenu (2), en tout point d'observation dans 

la zone d'onde, la surface de l'impulsion électromagnétique est nulle. 
Si le vecteur H (r, {) au point d'observation r tourne avec le 

temps dans un plan perpendiculaire à à la direction n de propagation 


de l'onde, ce sont les surfaces (4, (r, t)dt et EE (r, t) dt, où 


H, =1,Het H, = 1.H, qui deviennent nulles et les vecteurs unités 
1, 1 et n forment un trièdre direct. On développera des raisonne- 
ments analogues pour l’intensité du champ électrique. 

410. A grande distance r > kl* du courant, l'égalité | r — r° | — 
— r — nr’ est satisfaite de façon approchée et le potentiel vecteur 
(IV.8) prend la forme 


A = os | cos kz” sin [ (t—2)+x: cos | z— 


__ Jotf- f sin{kl(1—cos0)] sin [ki (1 + cos 0)] e Tr 
7 or ( 1— cos 8 “ 1 + cos 6 }sinw(t 2). 


En se servant des formules trigonométriques, on peut mettre cette 
expression sous une forme beaucoup plus simple 


_ m 2Jol: (2m+i)ncos0 . r 
= CA ang 0 sin w (1 +). 
L’intensité du champ magnétique de l'onde rayonnée est 
_ (— 1)" 2/0 1 r 
(1, X n) cos | (m+)ncose |cosw (#7). 


cr sin? 6 
Conformément à la formule générale (IV. 22), l'intensité de rayonne- 
ment dans un angle solide dQ@, prise en moyenne temporelle sur une 
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période 7, s'écrira 
J > 1 
D — cos? [(m+=) a cos 6 | dQ. 


2nc sin° 6 
)—J (t— Lo. )|. H=n X%x E. 


C 


412. Et fy(s_ + 
CT | C 
413. Le potentiel vecteur (IV.8) dans le plan XŸ, à grande dis- 
tance du courant, peut s’écrire sous la forme 


A=(—1)" ol: -vt" sin O mt 
rÜm 


où { = t — r/c est le temps au point d'observation, compte tenu 
du retard. En coordonnées cylindriques, l'intensité du champ magné- 
tique ne comporte que la composante angulaire qui se décrit par la 
formule 

6, 
Hy= — dr 


2Jo ’ V . ’ 
—(—1) 2e [ cos O mt a sin Omt |, 


où {’ > Oet H,4 = 0 pour t’ <0. Les vecteurs E et H forment avec 
le rayon vecteur r du point d'observation un trièdre direct et, de ce 
fait, 

E, = —Hy, E, = E, = 0. 
Pour représenter le champ électromagnétique rayonné par une su- 


perposition d'ondes monochromatiques, développons l'intensité du 
champ électrique en intégrale de Fourier 


© 


E,({)=—— ( E. (w)e-ivt do. 


En effectuant le calcul direct, on obtient 
E,(w)= E, (w) +iE-(w), 


ne 2E 00° 
STE EEE TT 


Epw (u?—0?, — y) 


_ m+ 2J9 
OS SE à 


E_ (w) — 


Ainsi, la décomposition de l'intensité du champ électrique de l'onde 
électromagnétique rayonnée en ondes monochromatiques est de la 
forme 


O0 


E,=+ | LE, (w) cosw(t—2)+£E(u) sine (t—2) | do. 


U 
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L'égalité #4 = —E, permet d'obtenir une décomposition analogue 
pour l'intensité du champ magnétique. 


414. dl = 7% 5 sin 6 sin? [ki (1 —cos 8)] dQ. 
(1 — cos 6)° 
415. 


| N | . 
m 2Josin(mncose) *" [+ 40 sin 6 cos y | 


Se nn DE pm NU 
sin [+ ka sin 0 cos v | 
r N —1 à 
X (t—2+ 5j —asin 8 cos y) : 
e[ N | 
nt sin? (kI cos 6) sin? | + ke sin 6 cos v] Fe 
7 2ncsin° 0 er À | 
sin* [4e sin6 cos v| 
416. 
___ 2iÿ sin* (kl cos 6) sin? (kb sin cos Ÿ) 
rer "rok sint 6 cos? Ÿ ds2. 
417. 


di = AL 2aRtiÿ ( sin 6 sin [kl Ie 0)] Jo (KR sin ?) 2 dQ. 
— cos 8 
Ici, Jo (a) est la fonction de Bessel d'ordre zéro dont l'argument est 
— kR sin 6. Cette fonction est apparue par suite de l'intégration 
21 
\ cos{acos(g"—41#)] dt" —21J, (a). 


ü 
Lors de la résolution de ce problème on a aussi utilisé l'intégrale 
27 
\ sin {a cos (#°— #)] dy" = 0. 
v 


418. A une distance suffisamment grande r des cônes, le poten- 
tiel vecteur du champ rayonné est donné par la formule 


A (r, p=+\i i(r', t—2 +) as (1) 


« r . . . 
oùn—— et dS'=— r' sin 6,4’ dr’, alors que l'intégration se fait sur 
les surfaces latérales des cônes parcourues par un courant avec une 
densité superficielle 

J(r’.t) 
2xr' sind 


i(r,t')— 
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Le vecteur unité + est dirigé suivant la génératrice des cônes. 
Avec des notations adoptées, les vecteurs figurant dans l'expression 
sous le signe de l'intégrale (1) sont de la forme 


n = (1. cos p + 1, sin +) sin 8 + 1, cos 6, 
r = r" [({, cos p’ + 1, sin #’) sin 6 + 1, cos 6,1, 


r’ 
Ti, 
où 6 et sont les coordonnées sphériques du point d'observation et 
les signes + et — correspondent aux surfaces latérales supérieure 


(z° >> 0) et inférieure (2° < 0) respectivement. 

Puisque la répartition du courant présente une symétrie axiale, 
le potentiel vecteur cherché est indépendant de l'angle 1 en coordon- 
nées sphériques r, 0 et w. Aussi, dans l'expression sous le signe de 
l'intégrale (1) peut-on poser ÿ = 0. Alors l'intégrale par rapport à 
la variable #’, comportant le facteur 1, sin ÿ’, devient nulle. 

Compte tenu des remarques faites, on obtient 


b 


A = — l'a dy’ [ J (r, t— + cos ®) X 


X (1: cos 60 + 1. sin 6 cos d')+ 
Mu tt ne 
b 271 


= er & | ESA t— L+Ëcos D) x 


27ncr 


X (1, cos 0, + 1, sin 6, cos Ÿ°), 


où l’on a introduit les notations cos O = sin 0, sin 8 cos à” + 


+ cos 6, cos 8, cos ® = sin 8, sin 8 cos #’ — cos 6, cos 6. 

En étudiant l'expression donnant rot À, on peut se convaincre 
sans peine que le champ magnétique ne possède que la composante 
angulaire H4. Les autres composantes du vecteur H sont nulles 
comme cela doit avoir lieu dans un problème à symétrie axiale. Fi- 
nalement, on obtient 


b f 
= ] | 7 (IE t— + cos D) x 
= 0 
X (cos 6, sin 8— sin 6, cos 8 cos #”) |? dQ ; 
sin? 8 
"e = | ia J (IE, t— + Ëcos6) de |” dQ pour 8 —+ 0; 


dI —0 pour O=—-. 
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$ 8. Problèmes à résoudre sur calculateur 


électronique 
co ( dy (n) }” an : 
= Enr 


419. £a 80 | gs 


RTS TS (n) 
p(n=2(1+2)e-2n, 
Ù 


où la quantité n est la racine de l'équation 


13 1 
1 ——— +4 = 0. 
La fig. 12 représente une courbe traduisant la variation du loga- 
rithme naturel 1n (€,;/€,) en fonction du paramètre [/a. Le tableau { 


In(8,/ 20) 


Fig. 12 


ci-dessous donne une certaine idée de la variation de l'énergie totale 
du rayonnement dipolaire électrique en fonction du paramètre 


Tableau 1 


1.23- 1072 5,9 -1078 


Eéd/60 


3,36 - 10? | 5.2 
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d'impact. 
420. 
co 00 . 
= Æ | dt | dn > . 

7 0 no(&) 10. + 
nm zx 

_— 4nae?Uo V2 EE Éo 
0 3mcs m ?  Uo * 


où la fonction = %(E) est déterminée comme solution de l’équa- 
tion 
E2 e "0 
ng 7 
La variation de la quantité x/x, en fonction du paramètre &#,/Us 
est représentée sur la fig. 13. 
Indication. Pour le calcul sur calculateur électronique il 
est commode de passer de l'intégrale double à l’intégrale simple, en 


ë E(n) 
X/X0 
0,2 1 
/ 
F4 
0,7 / 
s 
/ 
V4 
0 5 ol 1 0 Tmin 7 
Fig. 13 Fig. 14 


intégrant d'abord par rapport à la variable E dans les limites de 0 
à E, (n) et ensuite par rapport à n dans les limites de fnin à oo. Dans 
le plan des variables n et E l'intégration est entendue sur la région 
hachurée sur la figure 14. Pour chaque valeur fixée de zx la fonction 
Eo (n) est déterminée comme solution de l'équation 


En calculant la valeur minimale mn de la variable n, il con- 
vient de tenir compte de l'inégalité 


o _ 
Fe € 


Ë n 
1 — — 20, 
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ce qui donne min = —Inx pour z 1 et min = 0 pour z > f. 
Finalement, on a 
Xo = 6 
= — “eT AN 
ET | j 


Mmin 


L'expression asymptotique de la grandeur x pour toutes valeurs 
de x > 1 est 


x = —" 
4Vz: 
421. 1=10(f+f2), où 
__ 2etQ° 
lo= 3m°c'ls ? 
; sol for sin 2 (n— ë) : 
Ge am À 
; og sin Se (n—5) ’ 
STE D Te RS 
__ vt 
ra 
Le graphique de la fig. 15 représente la variation de l'intensité 
1/10 
7 


Fig. 15 


relative 7/7, du rayonnement de l’oscillateur en fonction de la va- 
riable n qui pour v = w,{, prend la valeur n = œot. 
422. I = If, où 


LeF8 
L= + 


3m°c * 
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D ON 
f=e-“— fe 2 G—m) Et [vT cos wr(n—E) + 


+ (or?) sin OT (7n— E) | dé, 


v2 t t 


L'intensité Z de rayonnement de l’oscillateur en fonction de la 
variable £/t\ pour y = w4/2 = 2/7 est représentée pour les cas t, =0 


Z/I 
7 
05 
0 ] 2 be J 
Fig. 16 
et {, = —o sur les fig. 16 et 17 respectivement. 
423. do Er (f? + f?) du, 
: cos LL + dE Kio dt 
(1 LE2)s/2 3 2— : (1 + #2) $/2 £ 


La composition spectrale du rayonnement est représentée sur 


la fig. 18. A l'unité en ordonnées correspond la quantité 
8Q2p2v? 


3ncils 
dé 4e%60A143 71 2 
DS. = Eastern (4 4) 
[ne] &  — 
F=2 | cos [ De G+ah à ] dE on 2% 1/ td. 
ne. 1+chE 5 Do 7 Ze mAAs 
0 
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xd 
Lo éhts (D (fn 
do  3nmc(A;—+ 43) \ 4; 4, 1 Ter 
: cos | E+sh à) | _? sin [EG+sh» | 
h=\ 1+ch= dé, fa= | 1+chE dé. 
0 (A 
La composition spectrale du rayonnement est représentée sur la 
To dSwléw  , 
2 
1 
Û 17 2 3 4 5 6 wir 
Fig. 18 


Fig. 17 
dt /dw, 48°,/2w 


U of 


Fig. 19 


fig. 19. Les courbes J et 2 correspondent aux cas a et b respective- 
ment. À l'unité en ordonnées correspond la quantité 
rohiAs (71 Z2 j? 
3nmc (41 + 40) ( A; A) 
dE _ SZ? f bo \? pr 
425. du  151cA: (5 ) F°, 


° sh £ sin [EG +sh »| ” 


F=2) (+ ch =; 5 


17-0759 
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__ 2&o 260 (A1 + As) , 
ZiZ2et MA JA: 1 
dé BeZ2 | Lo \2 y sn 
do  15ncAi mc? } (+ f2), 
© shEsin [= (Œ+sh o | 
fi = Gags d, 


&© shEcos = (E+ sh E) 
f= | Re, 
) (1+ ch Ë) 


La composition spectrale de rayonnement est représentée sur la 
fig. 20. Les courbes 7 et 2 correspondent aux cas a et b respectivement. 


a8=/dw, dt,/a 


a2 7 
a! 
0 a5 7 {Op 
Fig. 20 


A l'unité en ordonnées correspond la quantité 
8272 | $o |? 
1571cA? ( mc? ) 

426. 


€ (w) = et ( | es cos [(o — wo) TË] de)". 
0 


2r 
Aw=—, 


où la quantité x est la racine de l'équation 


| e-ët (1— V 2cos x E) dé =0. 


0 
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La raie spectrale de rayonnement est représentée sur la fig. 21. 
A l'unité en ordonnées correspond la quantité ct°E2/(2x)°. La largeur 
de la raie spectrale Aw —= 2,8/+. 


ms (re 


1 | 6 
427. E— 1,8 | ral æ ) )dE, 


cr ? 
d=+(i-2), n—=— ; 
T C 
œ 1 


é (w) — ri | ( dn | dE (e-&- + 6e +1+n)6) sin orn |. 


=1 
La courbe représentative de l'intensité du champ électrique et la 
raie spectrale de rayonnement sont montrées sur les fig. 22 et 23 
respectivement. À l'unité en ordonnées de la fig. 23 correspond la 
quantité ct°Eï/n*. 


&(w) 
] 


Fig. 22 Fig. 23 
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— 2aR\j6 j3 sin?6sint [kh (1—cos 1, 


428. or c (1 — cos 6)° 


1 


X ( e-EJ,(KRE sin) EE). 


Le diagramme directionnel de rayonnement est représenté pour 
le cas À — R = 1/k sur la fig. 24. La direction du rayonnement maxi- 


dr/asè 


1} 1 _ 2 J © 
Fig. 24 Fig. 25 
dl — R\j5 . pus AE 9 —— [o) 
mal (hu — fait avec l'axe polaire l'angle 0, = 73°. 
429. 


x (cos 0 sin 6 cos 1) 


di _ Jÿ 2V2 | 2 
dQ  4nëc | 1+ sin? 0 sin ÿ— mn Ÿ (sin 8 — cos 6 cos Ÿ) dy) ° 
Û 


". 


RE: cos 


La fig. 25 représente la variation de dI/dQ en fonction de l'angle 
6. A l'unité en ordonnées correspond la quantité J/(4r*c). Le gra- 
phique est symétrique par rapport à la droite 8 — n/2. 

430. Dans la zone d'onde où les intensités des champs électrique 
el magnétique décroissent en module inversement. proportionnelle- 
ment à la distance du point d'observation au centre du système rayon- 
nant, la relation | r — r° | = r — nr’ est satisfaite et le potentiel 
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vecteur retardé (Î1V.8) prend la forme 
lp 
Aa (rs 1) = | 


D'après ses indices «& et B. l'intégrale obtenue est un tenseur symé- 
trique de rang 2. Puisque l'expression sous le signe de cette intégrale 


TC 


aTB ’ r nr’ ’ 
TE F (r : t— +) dv . (1) 


. . e r , A 
contient un seul vecteur indépendant n=—. ce tenseur doit être de 
la forme 


’ . 


| ER F We ——+ — ) dV' = aôes+bnens 2) 


[4 


où a et b sont des grandeurs scalaires. 
Egalons les sommes diagonales des tenseurs figurant aux premier 
et second membres de l'égalité (2) 


’ r nr’ ’ 
fr(r t— +2) dV' = 30 +b. (3) 
Multiplions les deux membres de l'égalité (2) par l'expression non 
et faisons la somme suivant les indices de tenseur qui se répètent 


ra F(ro it) amet. ï 


C 


En résolvant conjointement les équations algébriques (3) et (4), 
on trouve les grandeurs a et b par lesquelles s'exprime le potentiel 
vecteur (1) 


A (r, t)=— jai +b(In)n]. (5) 


En calculant le rotationnel du potentiel vecteur (5) dans la zone 
d'onde, on rejette les termes contenant le facteur 1/r°. On obtient 


Î 7 "y ’ ? ’ 
H(r, = | (1—È)Lr(r 24) avr. 
Si on substitue à la fonction F(r,t) l'expression donnée et on 


pose ct — 10 À et À (£ — 2) — {’, on trouve 


c°tr 


_. ®æ Î 
H(r,t)=(1xn) ei À dE ( dx (Î— zx?) x 
Ü =! 


Si énir va ei D 


x [tr +2 let (6) 


où l'intégration est étendue sur la surface hachurée de la fig. 26. 
Dans le domaine d'intégration est satisfaite la condition {’ > 
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> E (1 — z)/10 qui est consécutive au retard avec lequel les signaux: 
électromagnétiques arrivent au point d'observation. 


En fixant une valeur de x, calcu- 
éo(z) lons l'intégrale (6) par rapport à la 
variable E dans les limites de O0 à 
Eo (z) = 104’/(1 — x) (fig. 26). L'’in- 
tégrale restante par rapport à la va- 
riable x 


£ 
j 
10723; 1 — r° 
Un. T°" 10 — T° 
H (r, t)=(1Xx D) ere | GI * 
1 
10?" 
7” X [(10—{"r—9t')e-t"— 10e 1-x]dx 
Z 


est calculée à l’aide des méthodes 
numériques. 


2 


Fig. 26 


Es/Eo 


Fig. 27 


Les intensités des champs électrique et magnétique dans la zone 
d'onde sont liées entre elles par la relation E — H X n ou, en coor- 
données sphériques, 


E = 1°5£0, H = 1,;A%, Eo — Hy. 
L’intensité Æ£9 du champ électrique du rayonnement en un cer- 


tain point fixe de la zone d'onde est représentée sur la fig. 27. A l'uni- 
té en ordonnées correspond la quantité £, = nrj, sin 60/c°tr. 


CHAPITRE V 


CHAMP PRODUIT PAR DES PARTICULES 
RELATIVISTES CHARGÉES 


$ 1. Transformation de champ électromagnétique 


431. Si on a trouvé un système de coordonnées À” dans lequel 
E’ || H’, tout autre système de coordonnées X” qui se déplace paral- 
lèment aux vecteurs E’ et H satisfait lui aussi à la condition imposée 
E”||H”. Aussi, convient-il chercher un système de coordonnées possé- 
dant les propriétés indiquées parmi les systèmes qui se déplacent per- 
pendiculairement aux vecteurs E et H. Lors du passage à de tels 
systèmes de coordonnées, les vecteurs intensités des champs électri- 
que et magnétique tournent dans un plan perpendiculaire à la vites- 
se relative de ces systèmes, et les composantes des intensités parallè- 
les à la vitesse relative n'apparaissent pas. 

Choisissons le système de coordonnées initial de telle sorte que 
E, = H, = 0. Alors, le système de coordonnées cherché avec prime 
se déplace avec une certaine vitesse V suivant l'axe des X et les 
axes cartésiennes de mêmes noms des systèmes de coordonnées indi- 
quées sont parallèles. Dans le système de coordonnées cherché on a 
E, = Het E’ X H°’ = 0, ce qui donne 


E,H;, — HyE: = 0. (1) 
En utilisant les formules de transformation des champs (V.28) 
et (V.29), exprimons les composantes avec prime des vecteurs par 
celles sans prime. Après cela, la relation (1) se transformera en une 
équation du second degré par rapport à la al Vlc: 
V\2 E?+H1} 
(=) - 7 [EXHIc ei 
où V est la projection de la vitesse cherchée sur l’axe des X. De deux 
racines de cette équation, choisissons celle qui satisfait à la condition 
[= <1. La deuxième racine répond à une inégalité de sens opposé 


parce que le produit des racines est égal à l'unité. On a finalement 
Tr Le 1 Z'FUH EXH 
= (E+H2-V(E—H7) +4 (EH) ) 2(EXHX 


Si EH <<0, les vecteurs E’ et H” sont antiparallèles dans Île 
système de coordonnées trouvé. 
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432. a) Soit Æ >> H, alors, en vertu des invariants du champ 
électromagnétique (V.32), il existe un système galiléen X” tel que 
seul le champ électrique est non nul E’ -£ 0, H’ = 0. Dans ce systè- 
me de coordonnées avec prime, la vitesse V se situe dans un plan 
perpendiculaire au vecteur H parce que la composante du vecteur 
intensité du champ magnétique, parallèle au vecteur V, ne change 
pas lors du passage au système de référence indiqué HV = H’V = 0. 
Les vecteurs V et E forment entre eux un certain angle @. 

Par souci de commodité, choisissons les sens des vecteurs V et 
H comme axes des X et Z dans le système de coordonnées initial. 
Alors, le système de coordonnées cherché X’ se déplace avec une 
vitesse V suivant l’axe des X, et les axes cartésiens de mêmes noms 
de ces deux systèmes de coordonnées sont parallèles. Dans le système 
de coordonnées Æ” le champ magnétique est nul: 


ne, 

He=H,=0, H=———— —0, 
x V ? FA li 
c° 


où H,=H et E,=Esina. On en déduit 
V __H Y_ HGXE) 
cc Esina’ ©  (nXE} 
Ici, n est le vecteur unité situé dans un plan perpendiculaire à l'in- 
tensité H du champ magnétique. La condition £ <1, impose des 


limitations des directions possibles de n par rapport au vecteur E: 
: H 
sina>—, nxE/|H. 
A l'aide des formules (V.28) on trouve 


E'=n(En)+ 1x9 TE VŒxXn} =}? 


b) Si £ << H, il existe un système de coordonnées dans lequel 
seul le champ magnétique est non nul. En reprenant les raisonne- 
ments qui précèdent, on obtient 


V ___ H(nXE) EXn VHXaT—E 
FT — @xHy M H = n (Hn) — Exn/ Hxn}— 


où n est un vecteur unité situé dans un plan perpendiculaire à l'in- 
tensité E du champ électrique. La condition = << 1 restreint les va- 
leurs possibles de l'angle & entre les vecteurs V et H: 


Jsinal>+, HxnlE, 
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V ___2((EX H)n)n : | de 
433. — = ŒxnL(Hynx, CU nest un vecteur unité arbi 


tairement orienté. 


434. V=+. 


436. E°=—7(E2—H2+ VE + SŒH)) 
H'=—7 (HE VER +8 (HER). 
437. Dans le système de coordonnées lié au noyau on a 

=<, H=0. 


Dans le système de coordonnées galiléen avec prime où, à l’ins- 
tant donné, le neutron est au repos, l'intensité du champ magnéti- 
que se détermine facilement avec la précision indiquée, à l’aide des 
formules de transformation (V.31): 


H” — —Z(v x E). 


Par conséquent, la force subie par le neutron s'écrira 
F' = grand’ (uH') 


A cette même approximation, les composantes de la force à quatre 
dimensions jf: = (f’, f,) sont 
F" v'F 


+, fe —— 


F' 
a mn = 
c 1-7 a c° v':- 3 


où l’on pose que la vitesse v’ du neutron dans le système de coordon- 
nées avec prime est nulle. En se servant des formules de transforma- 
tion du quadrivecteur et en négligeant les petits termes proportion- 
nels à v*/c*, on détermine les composantes spatiales de la force à 
quatre dimensions jf; = (f, f:) dans le système de coordonnées ini- 
tial 


f’ = 0, 


v'=0 


ff = + grad' (uH”). 


Si l'on néglige les termes d'ordre v*/c*, on a f — ? F, et les com- 


posantes des rayons vecteurs r et r’ sont liées entre elles par la trans- 
formation galiléenne. Donc, 
o) 
Ôx° 


_ 9 ns 
7 dx? . — 
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ce qui permet d'écrire en définitive 


F=grad(*# E)=<("XE -3 CEA r). 


c Fr rs 


Il est facile de voir que par rapport à un champ électrique exté- 
rieur le moment magnétique um d’une particule en mouvement est 


équivalent à un dipôle électrique de moment d = "2E, 


438. F = grad | RSA H) L ( LR grad) H. De l'expression de la 


C C 
force on déduit que par rapport à un champ magnétique extérieur 
le dipôle électrique d en mouvement est équivalent à un moment 
magnétique u — =" : 


439. Indication. Utiliser la loi de transformation de tenseurs 
(V.9) et la matrice (V.5) de transformation de Lorentz. 


14 000 co 
c c 
cos 0 -: 


DURE ie cos 0” 
ce c 


où w et 6 sont respectivement la fréquence de l'onde électromagnéti- 
que et l’angle entre le vecteur d'onde k et la vitesse V de mouvement 
du système de coordonnées galiléen avec prime par rapport au sys- 
tème fixe. en conformité avec les notations adoptées dans les for- 
mules (V.3) à (V.6). Le signe ” indique les grandeurs analogues dans 
le système de référence en mouvement. Dans le cas VV c, on a 


ww (1+—<c05 8" )=w"+k'V pour << |cos6" |, 
w=w(1+4—) pour 8. 
8" —0— + sin 6. 
C 


&42. Dans le système de coordonnées avec prime, lié au miroir 
en mouvement, les lois de la réflexion des ondes électromagnétiques 
conduisent aux égalités ki, — —k2, et w; —= &:, où l'axe des ZX’ 
est dirigé le long du vecteur vitesse V du miroir, et les axes carté- 
siens de mêmes noms des systèmes au repos et en mouvement sont 
parallèles. En utilisant les formules de transformation de Lorentz, 
exprimons dans ces deux égalités les composantes avec prime des 


quadrivecteurs d'onde #X;, — (ki, it) et ko, — (k:, i") par leurs 


composantes dans le système de coordonnées fixe. Il en résulte deux 
équations algébriques par rapport aux grandeurs cherchées. La ré- 
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solution de ces équations fournit la réponse aux questions posées 


_ 2B+-(1+$?) cos 6, 
cos 8, - 1+B°+2Bcos8, ? 
_ 1+ 6° +-2$ cos 6, 
Go — O; AE 
où on a noté B = V/c. 
cr :? [TA 
443. w = wo | 1) : E= 7 
Indication. Passer au système de coordonnées lié au miroir 
en mouvement et utiliser la loi de la réflexion de l'onde électromagné- 
tique sur une surface plane fixe pour déterminer les paramètres de 
l'onde réfléchie. Après avoir déterminé l'onde réfléchie dans le sys- 
tème de coordonnées en mouvement, revenir au système de coordon- 
nées en mouvement, revenir au système de coordonnées initial, en 
se servant à cet effet des formules de transformation (V.28) à (V.31) 
des intensités des champs électrique et magnétique de l'onde ré- 


fléchie. 

vd 9 
(1—— cos a) 

444. w'=w TE 

Le 

c° 

+7 
, a°E? rs k 
445. F-— ë FRA T- 

C 


$ 2. Rayonnement d’une charge animée 
d’un mouvement rapide 


446. A (r, t)— 
= (v+ (nv) 2 + (nr) ++ 2(nr.) (nv) + 


+ (are) (nv) + (nv + (mr). 
=+ (A X n). 


Ici, le rayon vecteur r. et la vitesse v de la charge sont pris à 
l'instant { — r/c où rest la distance entre un point fixe à l’intérieur 
de la région de mouvement de la charge et le point d'observation 
(n -= r/r). 

447. La réponse est donnée par les formules (V.44) et (V.45). 

Indication. Puisque les potentiels de Liénard-Wichert dé- 
pendent explicitement de l'instant de temps retardé {’, il est néces- 
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saire de calculer au préalable les dérivées de cette grandeur par 
rapport aux variables x, y, z et t. À cet effet, on dérive les deux mem- 
bres de l'égalité R (t’) = c(t — t’) par rapport au temps d'obser- 


vation t: 
ôR dt ot | 
pee (1). (1) 
La quantité 9R/ôt’ est déterminée en dérivant l'identité R° = R° 
compte tenu de la relation OR (t’};0t” — —v (t’), ce qui donne 
0R Rv 
Tu 7 @) 


En introduisant l'expression (2) dans la formule (1), on obtient une 
égalité utile 

ot’ 1 

PERLE eo 


Rec 


D'une manière analogue, on calcule grad t’ en dérivant les deux 
membres de l'égalité R (t’) = c (t — t’) par rapport aux coordonnées 
zx, y et z du point d'observation 


grad R ({’) = —c grad t’. (4) 

D'autre part, en considérant la grandeur R (t') comme étant égale à 
la distance entre deux points R ({') — : r —r,(t') |, on peut écrire 
grad R (t' = + À R_ orad L'. (5) 


En égalant entre eux les seconds membres des égalités (4) et (5), 
on trouve encore une relation nécessaire 


R 


Les formules (3) et (6) ainsi obtenues facilitent le calcul des in- 
tensités des champs (V.44) et (V.45). 
448. La réponse est fournie par les formules (V.48) et (V.49). 


erad {’— 


1 & 
2e2y2 1+— r= 
449. T= = ——— >. Dans le cas ultrarelativiste on à 
(x 
4e2v® 1 
! 9c° RER 
c® } 


Pour 1?<c°, on a 
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où le carré de l'accélération v* contient aussi les petits termes d'ordre 
v*/c*. Par exemple. dans le cas où la charge e se déplace dans un champ 
électrique uniforme et constant d'intensité E, la dernière formule 


prend la forme 
2etE° G v* 
= "Bmècs (1+25). 


450. L'énergie de la particule est dépensée pour le rayonnement 
—dËên = déray. En se servant des formules (V.51) et (V.51), on 
trouve la perte d'énergie de la POSE pendant le temps dt: 


dE, = an aire =.) TT — gr. 


Cette intégrale doit être prise a + par parties, en dérivant 
chaque fois le numérateur de l'expression sous le signe de l'intégrale 
9,2%? 
En = — 3 dt’. 
3 Duo 
3c (1 LE ) 
En se servant de l’équation du mouvement (V.17) ainsi que des 
formules (V.16) et (V.18), on détermine le carré de l'accélération de 
la particule dont la vitesse est parallèle au vecteur E: 


Li 
- 


un eE" r3 13 
Dablerer 2e { ) . 
Après cela, la vitesse de perte d'énergie de la particule par rayon- 
nement, calculée à partir des formules (V.48) et (V.51), prend la 
forme 


dt’ 7 8m'c ? 
ce qui coïncide avec l'expression obtenue à partir d’une autre for- 
mule (V.58) valable pour une particule chargée qui se déplace paral- 
lèlement à l'intensité d’un champ électrique. 
451. L'intensité de rayonnement est 


( dén ) __ 2etEt 
ray 


a 1 F2 
: Dei E° — Pc (x E) 
7 3m°cs v® ù 


où v — v ({) est la vitesse de l’électron à l'instant t. Choisissons les 
axes des X et Y le long des vecteurs E et v (0). Alors, on a 


E3— _ (vE)? E 
—“— = (5) (mer) + epil, 
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où p, est la projection de l'impulsion de l’électron sur la direction 
de sa vitesse initiale v (0). 

Puisque l'énergie rayonnée est petite par rapport à l'énergie 
cinétique, l'influence réciproque du champ de rayonnement sur le 
mouvement de l’électron peut être négligée. D'après l’équation du 
mouvement (V.17) la grandeur p, conserve dans ce cas une valeur 
constante déterminée par la condition initiale et on peut donc écrire 


me) + c'pj = 8. 


Par conséquent, l'intensité de rayonnement de l’électron est cons- 
tante et l'énergie rayonnée est donc proportionnelle au temps 


21E°€8 t 


6ray TT 3mic? 


52 = tre. 


3mc° Ver? 
453. Ersy — ne (V'(ep+89)2— (mc)? — cp), 


où on a noté 


mc? 
€ = D 3 Po 60 
V D n 
re2 ll 
454. à) Éray — nr 372 ? 
mc (1 
= 
eu2H 
b) Éray = L a 3/2 » 
3mct (1-+) 


où l'on suppose que l'énergie rayonnée est négligeable par rapport à 
l'énergie cinétique de la particule. 

455. L'énergie & de l’électron étant dépensée pour le rayonne- 
ment, on peut écrire 


dl. (1) 


où vest la valeur absolue de la vitesse de l’électron. En utilisant la 
formule (V.12), exprimons la vitesse par l'énergie 6. Après cela la 
relation (1) s’écrira 


dé  __2eH° 
(mct}?— #82  3mici dt. @) 


Ld 


En intégrant les deux membres de l'égalité (2) compte tenu des con- 
ditions initiales, on obtient 


JAH2 
Atihe=—Arth = 2°" 
mc 


me? 3m°cs 
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Utilisons une formule trigonométrique connue 


__tha—thf$ 
ba) = rap 


et représentons l'énergie comme fonction explicite du temps 


£ 2e4H°?t 
; éo+ mc th 33e 


Re 2eH°t * 
mc +énth — — 55 


Dans le cas d’une faible vitesse initiale v?< c?, on a 


5 sesH2t 
6 = mc? + —— TR e 7 ÿmscs 
2 72,2 
456. I — 3 is TE (e 2 où les signes et— correspondent 


à deux sens du moment électrique dipolaire; vers le courant et 
dans le sens opposé. 
457. L'énergie rayonnée totale est 


œ pe (VX 


2e 
Era = ge | 2 
— 00 À — — 


Zlelr 


où E— . r étant le rayon vecteur de l'électron et v = vo. 


Supposons que la trajectoire de l’électron est parallèle à l'axe des 
X et traverse l'axe des Ÿ à l’instant £ = 0 (v. e” 10). Dans ce cas 


( Ce-+ ep] a-<2[(41-#) | CE #]. 


où r?—/2+ 12. La première intégrale se calcule directement 


oo 


d 
Enr ( 
0 


La deuxième intégrale, dont l'expression sous le signe somme 
contient au dénominateur des termes de degré plus élevé, se calcule 
par dérivation des deux membres de l'égalité (1) par rapport au pa- 
ramètre /. Finalement, on obtient 


£ Z°es 4c°— vÿ 
ray — + m'lsvgcs  c?— 13 
: ed? 
458. a) ray = 7 met —19 : 
3x etd° 2 
b) Bras = 5 vs C0) (1 = Fe) 
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: La etd® - 15 
459. Pris = 5 -metep (5e) 
_ A e‘l°vo | 
460. a) Éray = 7 nie (209 
457 eiu2vo 
b) Éray — "64 milbcs (21%) 1 
__ 41n etuirg 
461. Pris 64 ; mlvce (C2? — v$) e 
&nei Jr 
462. Bray = net - 
1 1 2etE't 
168. = ne 
(Gr te H, est 1 te d 
. FT % te où 1 es a composante au vec- 


6 
teur H, perpendiculaire à la vitesse de la particule ultrarelati- 
viste. 


465. En se servant des formules (V.12) et. (V.16) à (V.18), on 
obtient 


. 1 . 
F : VTT VX (VX v)) 


NO nr (1) 
re Li (2) 


Composons la différence des carrés des grandeurs (1) et (2). Après 
avoir élevé au carré la somme (1) effectuons une permutation circu- 
laire des facteurs et tenons compte du fait que les vecteurs v et 


v X v sont orthogonaux. Une transformation ultérieure de la som- 
me totale ainsi obtenue donne 


h { ; v — x (vx v} 
r- 2 Lier 2 203 9 TRE, 
Finalement, 
_S%n _ 24, VS VX 
dt 3c3 (+) 


Cette relation peut aussi être obtenue par une autre voie, en 
exprimant au préalable le second membre de l'égalité initiale (V. 98) 
par le carré de l'accélération à quatre dimensions (V.21) 


dén Dec L 
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En trouvant le carré de l'accélération à quatre dimensions, on 
se ramène à la relation cherchée. 


: c c+r 
466. d&u = (= 1n 2 —2) do. 


467. Développons l'exponentielle en série et gardons les trois 
premiers termes 
nre 
. 10 — to . 
re€ rer (nr,) + < Fo ne (nr.)?. 
Utilisons la relation 


. e d 
2re(nre)=(reX re) X n + a Ve (ren) 
et écrivons la somme obtenue avec les nouvelles notations 


.. nr 
10 —— — 


ere € —d— iv (u x n)— 5 D++ 5 (+ ) (nre)2v — 2 (rore) n, 
où D, = D,png, d est moment magnétique et D,, le tenseur de 
moment électrique quadrupolaire de la charge. 

Supposons que les composantes de Fourier f (w) et Î (w) de cha- 


que fonction f (t) considérée ici et de sa dérivée { (t) vérifient la 
relation 


—iof (&) = f (w). 
Alors, à l’approximation donnée, la formule de départ (V.60) pren- 
dra la ee 
dénv = 7 _—— d (w) X n+ (4 (w) Xn) Xn+ 


+-2D (w) X n +Q (v) x n : dQ dw, 
où l'on a noté 


© 


Qo)= | (— io} (nr,)? veivt at. 


Après l'intégration par rapport aux angles on trouve la composi- 
tion spectrale du rayonnement compte tenu des termes d'ordre v°/c° : 


_f21d@)I, 21m)? , 1 Des (a) |* 
dEu={ 3nc° + 3nc* + 18070 


Le 


+ ——— Es [d (w) Je eriut À [2riv — (rev) re] dt + 


+ d* (w) | giut à PTE  12rêv — (rev) rel dt |} du. 
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te 
=! 
de 


Si on intègre par rapport à la fréquence w, on obtient l'énergie 
rayonnée totale 


Eray = ( J dt, 


où l'intensité de cc est de la forme 


pd, 20, Dés LEE PES d D [9rv— (rev)re] 
3c3 3c° To es d dm Te SES 


468. Dans la formule générale (V.64), posons 
r, (£) = 1,a cos wot, nr, (ft) = a cos 8 cos wot, ot = ®, 
où 6 est l'angle entre l'axe des Z et la direction de rayonnement. 
Après cela, la moyenne temporelle de l'intensité de rayonnement 
dans l'élément d'angle solide sur le #-ième harmonique s’écrira 


2 cos 6 cos ç) 


n°e2a2w 
QI = 
ec 


2n 


nt 1: 


sin del sin? 6 d(2. 


Représentons l'intégrale qui est apparue dans cette expression 
par la somme de deux intégrales 


a 
_—. eitnp—-xcos®) sin p dœp es 


Li T X 

= Î i(n®—xcosq); _ a i(nD—x COS P) 

= = fe i(n+ x sin p) dy Si) € dy. 
JT A 

La première intégrale est nulle parce que la fonction sous le signe 
somme est une fonction périodique de période 2x, et la deuxième 


s'exprime par la fonction de Bessel d'ordre nr entier : 


Fe (x) = _ Ace = eitnp+xcoso) dy. 


ee 
Finalement. on trouve 


dl y = tg° O7? (LÉ cos 8 ) dO. 


469. Choisissons les axes des X et Ÿ dans le plan de la circonfé- 
rence et amenons l'axe des Z en coïncidence avec l’axe de rotation. 
Les composantes du rayon vecteur de la charge et du vecteur unité 
indiquant la direction de rayonnement s’écriront : 


z, = Rcosoost, y. = Rsin ot, 2 = 0, 
nr, = Sin 8 cosp, n, = sin 8 sin Ÿ. n,; = cos 6. 
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Du fait que l'intensité de rayonnement dans un élément d'angle 
solide est prise en moyenne temporelle, elle a dans le problème con- 
sidéré une symétrie axiale et est indépendante de l'angle 1. Aussi, 
pour simplifier les relations qui peuvent apparaître, posons dès le 
début = 0 dans la formule de départ (V.64). En tenant compte de 


n Xre(t) = —Ro, (1, cos 8 cos + 1, cos 8 sin @ — 


— 1, sin 6 cos y), 
nr. (t) = R sin 8 cos ®@, @ = @ot, ; 


on obtient pour la moyenne temporelle de l'intensité de rayonnement 
dans un élément d'angle solide sur le n-ième harmonique l'expression 
suivante 


Fr RL (+ Ave e 


27c3 


cos p dp F+ 


71 


T 
| ( i(no- © — sin 8 cos #) à 
— e 
| 


272 
A 


in dep cost8)dQ. (1) 


Utilisons la représentation intégrale de la fonction de Bessel d’or- 
dre entier n. Alors, la première des intégrales intervenant au second 
membre de l'égalité (1) s’exprimera par la dérivée de la fonction de 
Bessel, et la deuxième par la fonction de Bessel elle-même comme 
dans le problème précédent. Après des calculs assez simples, on 
trouve 


AT = 2 [ ctg2 07% (= sin 8) +£ JS (= sin 8) | de. 


dl, = g20[e7, (2e cos 8) +e,7, (2% cos 6) |” 40. 


où 6 est l’angle entre l'axe des Z et la direction de rayonnement. 
m?cil \2 1 
. Élim = 4 (TT ) + 


Qe° EL 4 
472. Ejim = a (EE). 
78. Em à (ASE 
qe Em s (5) 2 
475. Eim= + (er) —. 
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FORMULES FONDAMENTALES DE L'ANALYSE 
VECTORIELLE 


Produits scalaire et vectoriel de deux vecteurs : 


AB=— 4.B, = AB cos (AB), (A1.1) 
1, y 1: 
AXxXB=1|4, 4, 4,1=(4,B.— A,B;)1,+ 
B, B, B: 
+ (4:B,;— A,B.)1,+(4,B,— A,B,)1..  (A1.2) 
| A x B| = 4B sin (AB). (A1.3) 
Produit vectoriel mixte et double produit vectoriel de vecteurs: 
Az Ay À: 
A(BxC)=|B, B, B,|, (A1.4) 
Ce Cr CE: 
AXx(BXxC)=—B(AC)-C(AB). (A1.5) 
Opérateur différentiel nabla : 
Ô ) Ô 
V=lz+tlz+t Er (A1.6) 
Opérateur de Laplace (laplacien) : 
vies ei A1.7 
Tor Tor Tor een) 


Gradient d'une fonction : 


dc 
gradp=Vvp= 1 $e+t, +1, SL. (A1.8) 
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Relations intégrales comportant le gradient d'une fonction : 


$ pdS = | grad œdV, (A1.9) 
S V 


où $ est une surface fermée qui limite le volume Ÿ ; 


Ÿ odi — | (n x grad y) dS, (A1.10) 
L S 


où S est une surface quelconque sustendue par le contour fermé L. 
La normale n à cette surface est orientée dans le sens d'avancement 
de la vis normale quand elle tourne dans le sens de parcours du con- 
tour L. 


Dérivée d’une fonction scalaire @ dans le sens du vecteur unitai- 
re n: 


_0® 
ES = ngrad y. (A1.11) 
Dérivée d'un vecteur B dans le sens du vecteur unitaire n: 

= (ngrad) B= (nV) B. (A1.12) 


Dérivée d’un vecteur B dans le sens d'un vecteur A, multipliée 
par le module | À | de ce vecteur 


(A grad) B= (AV) B— A de LR PL +4 À (A1.13) 
Divergence d'un vecteur A: 
94y 94. ; 
div A = vA — © AE y TT” (A1.14) 
Théorème d’Ostrogradsky-Gauss 
$A4S= | div A ay, (A1.15) 
V 


où S est une surface fermée qui limite le volume Y. 
Rotationnel d’un vecteur À : 


_| 28 à a|_fo4A, ô4, 
RENNES ‘dy (SE - d= ) x+ 
Az; À, À, 


04 0A. . 94 À 
+($e-<2)1+(52-2%e)t  (A116 
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Théorème de Stokes : 


$Adi— [ rot A dS, (A1.17) 
L S 


où S est une surface quelconque sustendue par le contour fermé L. 
La normale à cette surface est orientée dans le sens d'avancement de 
la vis normale quand elle tourne dans le sens de parcours du con- 
tour L. 

Relations intégrales fréquemment utilisées : 


& (n x A)4S= | rot À av, (A1.18) 
$ ‘ 

& grad pdS= | v'y dr. (A1.19) 
S \ 


où S est une surface fermée qui limite le volume V et n une normale 
extérieure à cette surface. 
Formules de Green : 


& pgrad 1 dS = | (oV' + grad y grad Ÿ) dV, (A1.20) 
S V 


[ovy—-yvpav=$(e-t)ds, (41.21) 
V 


$ 
où S est une surface fermée qui limite le volume V et n une normale 
extérieure à cette surface. 

Rotationnel d'un gradient: 


rot grad q = (0. (A1.22) 
Rotationnel d’un rotationnel: 
rot rot À = grad div À — V“A. (A1.23) 
Divergence d’un rotationnel : 
div rot A = (0. (A1.24) 
Divergence d'un gradient : 
div grad q = V“. (41.25) 


Dérivées de produits: 
grad (®®) = œ grad ® + ® grad ®, (A1.26) 
grad (AB) = (A grad) B + (B grad) A + 
+ À X rot B + B x rot A, (A1.27) 
div (A) = œ div À + A grad , (A1.28) 
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div (A X B) = B rot À — A rot B, 
rot (A) = œ rot À + grad @ X* A, 
= (B grad) A — (A grad) B — 
—B div A + À div B. 


Dérivées de certaines fonctions composées : 


rot (A X B) 


grad|r—r"|=—grad |r—r| =. 
0F 
grad F () =- rs grad , 
div À (p)= + grad w, 


me. 


rot A (q) = grad y *X — 


(A grad) B (p) =: (A grad q) _ 


279 
(A1.29) 
(A1.30) 


(A1.31) 


(A1.32) 
(A1.33) 
(A1.34) 
(A1.35) 


(A1.36) 


Expressions du gradient, de la divergence, du rotationnel et du 


laplacien en coordonnées cylindriques: 
y = rsin#, 


od: 
r ET FETE TL. 


x = r COS Ÿ, Z = 2, 


gradg=<® 1, Ge 


1 94» , 9A 


A)++ oŸ ER: OR 


div A = +2 (r 
= 


ma (tte), (dé 2e 


c ô (rAy) _ 1 64, 2e) 1. 


r or r oŸ 

2. _ 0 , 1 ôç 1 de , dy 
VE Tr gr tre op to: 

dF 1 dF 1 d dF 

2 RENE Sn Se PRES 
V°F ("= TEE = dr r dr (r dr je 


V?'A = grad div A — rot rot À — 


= (V24, TRE : )1+ 


+ (V4 ++ 


"72 


(A1.37) 


(A1.38) 


(A1.39) 
(A1.40) 


(A1.41) 


(A1.42) 
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Expressions du gradient, de la divergence, du rotationnel et du 
laplacien en coordonnées sphériques : 


z = rsin 6 cosŸ, y = rsin 0 sin +, Pb 


grad p= 1, +2 10 + Te P 4, (A1.43) 
div À = +2 (2 A7) + —— ——. _ (sin 048) + —— —— + (A1.44) 

rot À = —— [5 (sin 64, << ]1 r+ 
+ FE (r4e) | 19++ + (r4e) — te. (A1.45) 
Pape + (sin 0) + EL (A1.46) 
PF (Sr) = ge CP), (A147) 


V2A = grad div A — rot rot À — 


={v*4, —+[4+s sn0 7 (sin 046) +57 EU = = ]} l+ 


pret (rie te 


+[wr4,+ 2 (értoige de) ]1e. (1.48) 


Annexe 2 


MATRICES ET TENSEURS 


L'ensemble des nombres a, $ représentés sous forme d’un tableau 


di ie is 
Az, oz oz | —A (A2.1) 


A3, Un ss 


est appelé matrice a, alors que les nombres ap eux-mêmes s appel- 
lent éléments de matrice. Une matrice dont le nombre de lignes est 
égal au nombre de colonnes est appelée matrice carrée. 


La somme de deux matrices a et b est une matrice c 


c=a+b (A2.2) 
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dont les éléments sont les sommes des éléments de même nom des 
matrices à additionner : 


Cas = Zap + Vas: (A2.3) 

Le produit ab de deux matrices a et b est une matrice c dont les élé- 
ments sont définis par la formule 

Cas —= Cay0yp: (42.4) 

En général, ab = ba. Si ab — ba, les matrices sont dites commuta- 


bles ou permutables. Quant au facteur c commun à tous les éléments 
de matrice, on peut le faire sortir de sous le signe de matrice: 


Câys Câye Cas dyy Gy2 is 
(= Cas Casg3 | = C| Goy Goo os |. (A2.5) 
Cas; Ca go Css da, Aygo Aa 


Les éléments d'une matrice unité 
1 O0 0 

Î=10 1 0 (A2.6) 
0 O 1 


sont désignés par le symbole de Kronecker : 
14 pour a—$. 

Ôcs — A2.7 

e { 0 pour af. ) 


La matrice initiale a ne change pas lorsqu'elle est multipliée par 
une matrice unité al = [a = a. 
Si le déterminant d'une matrice a 


Guy re Ax|=|a| (A2.8) 
Gi s2 ss 


est non nul, il existe une matrice inverse a”! telle que 


a-ia=aa =], (A2.9) 
axyAyB = Zaya Yi — Ôcs- (A2.10) 
Les éléments de la matrice inverse a”! sont de la forme 
A 
ab= +, (A2.11) 
la| 


où 4,4 est le cofacteur (complément algébrique) de l'élément ay 
dans Le déterminant de la matrice donnée (A2.8). 
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La transposée aT d'une matrice donnée & est obtenue en permu- 
tant les lignes et les colonnes de la matrice initiale 


aap = fo: (A2.12) 


Une matrice symétrique s et une matrice antisymétrique a jouissent 
des propriétés : 

das — —UBa- (A2.14) 

Une matrice carrée arbitraire b peut être représentée par la som- 

me d'une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique: 


= 4 PS A A n 
= (B+67)+5(b—ÈT) (A2.15) 
ou encore 
1 
bas = + (bas + Da) + + (bar — Da). (A2.16) 
Une matrice diagonale est définie par l'expression 
ay O0 0 
DS 0 Asa 0 | é (A2.17) 
0 0 33, 


Dans un espace euclidien à trois dimensions, les composantes z;, 
zx. et x; du rayon vecteur se transforment, lors d'un changement de 
coordonnées XYZ en coordonnées X’ŸY’Z' tournées selon la formule : 


Lo = Cu pTps (A2.18) 


où z;, x, et x, sont les composantes du même rayon vecteur dans le 
système de coordonnées tournées alors que les coefficients a, 8 sont 
les cosinus des angles entre le B-ième axe du système de coordonnées 
données et le a-ième axe du système de coordonnées tournées. L’en- 
semble des coefficients a, 8 constitue une matrice de transformation 
linéaire orthogonale de coordonnées lors du passage d’un système de 
coordonnées données à un système de coordonnées tournées. Le pas- 
sage inverse se réalise à l’aide de la matrice inverse (A2.11). 

La transformation linéaire de coordonnées de la forme (A2.18) est 
dite orthogonale si la matrice a, de cette transformation satisfait 
à la condition aïh — ap. Comme exemple de transformation li- 
néaire orthogonale on peut indiquer le changement d’un système de 
coordonnées cartésiennes en un autre système quelconque de coor- 
données tournées. 

On appelle vecteur 4, l’ensemble de trois grandeurs 4,, 4, et 
A3 qui se transforment. lors d’un changement orthogonal de coor- 
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données, comme les composantes du rayon vecteur *) 
AG = AgpA ps (A2.19) 


où les trois grandeurs À,, À, et À: sont des composantes du même 
rayon vecteur dans le système de coordonnées affectées de prime. 

On appelle tenseur du deuxième rang (on dit aussi tenseur de 
valence 2 ou d'ordre 2) l’ensemble de neuf grandeurs 7.4, qui se 
transforment, lors d’un changement orthogonal de coordonnées, 
comme le produit des composantes du rayon vecteur 


Top — loya Bol vo. (A2.20) 
où Tes sont des composantes du même tenseur dans le système de 
coordonnées affectées de prime. 


On définit de façon analogue un tenseur de rang n dont les gran- 
deurs 7,4... possèdent nr indices. En particulier. pour z — 3, on a 
T'opy — do op L bap- (A2.21) 

Après avoir introduit la notion de tenseur, on peut considérer un 
vecteur ordinaire (A2.19) comme un tenseur du premier rang. Üne 
grandeur qui ne change pas sa valeur numérique lors de rotations 
des axes de coordonnées s'appelle grandeur scalaire ou tenseur de 
rang 0. Comme exemple de scalaire on peut indiquer le produit sca- 
laire de vecteurs. 

En plus de la rotation des axes de coordonnées, il existe encore 
une transformation orthogonale de coordonnées qui consiste à chan- 
ger le signe de toutes les coordonnées à la fois (l’inversion). Cette 
opération n’est rien d'autre que le passage au système de coordonnées 
à gauche dont tous les axes sont dirigés dans des sens opposés aux 
axes du système donné. 

Si un scalaire et un vecteur changent de signe lors d'une inver- 
sion. ils s'appellent respectivement pseudo-scalaire et vecteur po- 
laire: dans le cas contraire. ils sont dits scalaire vrai et vecteur 
axial. 

A l'inversion, un tenseur vrai de rang » est multiplié par (—1)" 
et un pseudo-tenseur par (—1)"*!. 

De même que la matrice (A2.1), un tenseur 7, , de rang 2 s'écrit 
parfois sous la forme d'un tableau 


T;: Ti» Ts 
T'ap = To, Too Tos : (42.22) 

Ts; T3 T3, 
C'est pourquoi, tout ce qui a été dit pour l'addition et la multipli- 
cation des matrices (A2.2) à (A2.11) s'applique également aux ten- 


*) Puisque nous ne considérons que des bases orthonormées dans un espace 
euclidien à trois dimensions, il n’est pas nécessaire d'introduire des composantes 
covariantes et contravariantes d’un vecteur. 
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seurs de rang 2. Les définitions (A2.13) à (A2.17) des matrices sy- 
métrique, antisymétrique et diagonale sont applicables, elles aussi. 
aux tenseurs. 

Un tenseur TésT$g, qui est le produit scalaire d'un tenseur sy- 
métrique T&g et d'un tenseur antisymétrique 7$, jouit d'une pro- 
priété importante 


TT a == 0. (12.23) 


La somme des composantes diagonales T,, d'un tenseur T4 est 
appelée trace de ce tenseur. La trace d’un tenseur est une grandeur 
scalaire. Et en général, le résultat de la contraction d'un tenseur 
Tape... Suivant ses deux indices quelconques, par exemple, Tics... 
est un nouveau tenseur dont le rang est de deux unités inférieur au 
rang du tenseur donné. 

Le produit scalaire d'un tenseur T,$ et d'un vecteur À, donne 
un nouveau vecteur 


By A Ty A B- (A2.24) 


On appelle pseudo-tenseur unité complètement antisymétrique 
de rang 3 l’ensemble de 27 grandeurs e,g, qui changent de signe lors 
de la permutation de deux indices quelconques. Seules les composan- 
tes de ce tenseur, dont les indices &, B et y sont différentes, ne sont 
pas nulles. Dans ces conditions, e,:4 — 1 et les autres composantes 
non nulles sont égales à 1 ou à —1 suivant que le nombre de permu- 
tations qui amènent la suite des nombres «By à la suite 123 est pair 
ou impair. Le tenseur e,g,, de même que le tenseur unité 6,4, se 
distinguent de tous les autres tenseurs par le fait qu'ils ont la même 
forme dans tous les systèmes de coordonnées cartésiennes. 

En utilisant le tenseur e,s,, on peut écrire le produit vectoriel de 
deux vecteurs sous la forme 


(a X b), = ecp,apb,. (A2.25) 
Quelques autres formules utiles : 
Eañyea sy = 0, 
Eaprer sy — 20a 


Calvéauy — (OPEN LT = Ôa nÔB a » 


aa au av 
Eapreauv = |Opa Ogu  Opv|, 
Ô,x du Ô.v 


le second membre de la dernière égalité étant un déterminant composé 
de symboles de Kronecker (A2.7). 
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Annexe 3 


FONCTION IMPULSION DE DIRAC 


On appelle fonction impulsion de Dirac (on dit aussi fonction 
delta) une fonction 6 (x — x.) qui est partout nulle, sauf un point 
singulier z = x,, où elle devient infinie de sorte que l'intégrale de 
cette fonction prise sur un intervalle quelconque contenant le point 
zo est égale à l'unité: 


O0 pour rx, n 
S—z)=| à pour z—2%; (AS.1) 
b 
| 8(&—x0) dr =1 pour ar <b. (A3.2) 


Les propriétés les plus importantes de cette fonction sont expri- 
mées par les égalités : 
b 


f(xo) pour a< x <b, 
Ô DES d —= A3.: 
RERO Eu) { O0 pour x,<a ou b<< x, nn 


f (x) 8 (x — 0) = f (xo) 8 (x — xo), (A3.4) 
b 
| (z— 21) 0 (7— 22) de = 6 (m1— 22) pour az, <<b 


OU a Xo 0, (A3.5) 


Ô(—z)—=Ô(x), (A3.6) 

xzÔ(r) =0, (A3.7) 

[x[ô(z?—e)—ô(x) pour e— +0, (A3.8) 

6 (ax) = 6 (x), (A3.9) 

B(22— 0?) = 718 (2— 0) +6 (x+a)] (A3.10) 
N 


6 (f(x) 2 TER (x—2,), (A3.11) 


où les grandeurs zx, (n = 1, 2, ..., N) sont des racines simples de 
l'équation f (x) = O0 dans laquelle f (x) est une fonction univoque 
dérivable. Dans les formules (A3.3) et (A3.4), la fonction f (x) est 
continue. Les relations (A3.4) à (A3.11) doivent être interprétées 


dans ce sens que l'intégrale des deux membres des égalités écrites a 
la même valeur. 
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Puisque 6 (x) est une fonction paire, on peut déduire des rela- 
tions (A3.2) et (A3.3) pour a = —b <0 et x, = 0 les égalités sui- 
vantes : 


6(x)dr=+. (A3.12) 


mm, © 


on 
— 


f (2) 6 (x) = + f (0). (43.13) 


Et —, © 


L'intégrale comportant la dérivée + 6 (x — xo) de la fonction 
delta est calculée par parties : 


b 
[Ft 602-250) dr = —( LE (43.14) 


dx Me 


où a Ip <b. Un cas particulier bien important de cette formule 
s'écrit parfois sous la forme 


r 8O 2 _6(7 (A3.15) 


On opère d’une manière analogue pour calculer l'intégrale com- 
prenant des dérivées d'ordres supérieurs de la fonction delta : 


| 0) a Ê(E— ro) de = (— 1)" ( LÉO Jr (43.16) 


dz" 


«l 


Il existe différentes représentations analytiques de la fonction 
delta. Les plus répandues d’entre elles sont de la forme : 


O0 


6(x)= | eihx dh= lim 2. (A3.17) 
ô( - 1 li sin* Lx A3 18 
x) 1 an Lzr: * ( ” ) 

? 
Ô (x) — = AU (43.20) 


Si les fonctions delta (A3.17) à (A3.20) sont placées sous le signe 
de l'intégrale, le passage à la limite se fait après le calcul de cette 
intégrale. 
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La fonction delta peut également être obtenue par dérivation de 
la fonction unité de Heaviside : 


1 pour r>zx, 
— Lo) = 3.2 
n(z—20) e . (43.21) 
d e. 
ô (z — Zo) me n (z — To). (A3.22) 


Voilà pourquoi la dérivée de la fonction discontinue 


j,(x) pour z<æ, 
= A3.23 
fe (xo) — fi (xo) = À 
s'écrit souvent sous la forme 
dfi (x) 
— pour TI < To, 
LE = h6(z— 20) + À (A3.24) 
Z df2 (x) 
Tr pour z > ZT. 


Une image concrète de la fonction delta et de sa propriété fon- 
damentale (A3.3) peut être obtenue en considérant par exemple le 


sin? Lr 
rlr? 
0 x 
Fig. 28 
. 
graphique de la fonction _— pour une grande valeur du paramètre 


L 5 2x (fig. 28). En effet, dans ce cas, le maximum au point x = 0 
est un maximum principal. Dans le voisinage du maximum princi- 
pal, cette fonction affecte une forme en cloche ayant unehauteur 
L/n et une largeur 2x/L à la base. Cette dernière quantité est appelée 
largeur du maximum. De part et d’autre du maximum principal, 
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sin? Lz ss fie à : 

EVE comporte une serie infinie de maximums secon- 
daires dont la hauteur décroît rapidement. Ils sont séparés par des 
2 . ni . . 
minimums aux points x = (n — +1, +2, ...). Si le paramètre 


L tend vers l'infini, le maximum principal croît indéfiniment et se 
rétrécit, alors que les maximums secondaires diminuent continuelle- 


ment. Il en résulte que quand L— , la fonction in 
la limite exprimée par (A3.1). 
Lorsque la valeur du paramètre L est suffisamment grande, le 


domaine d'intégration principal pour une fonction continue quel- 
conque f (x) 


la fonction 


tend vers 


Sin* Lx 
| Î (zx) = dx Pour a<0<b 
a 

Te : ER - sin Lz 
coïncide avec la largeur du maximum principal de la fonction TES 
Dans le domaine du maximum principal, la fonction continue placée 
sous le signe de l'intégrale peut être remplacée par sa valeur au point 
z — 0. Un tel remplacement est d'autant plus précis que le para- 
mètre L est plus grand et donc que le maximum principal est plus 
haut et plus étroit. Le facteur constant f (0) peut être sorti de sous 
le signe somme, et à la limite quand Z —- co, l'intégrale restante est 
égale à l’unité. On en déduit la propriété fondamentale (A3.3) de la 
fonction delta pour le cas où x, = 0 


Une fonction delta à trois dimensions est définie par la relation 
Ô(r— rs) = Ô (x — zo) Ô (y — Yo) Ô (Z — zo).  (A3.25) 

La propriété principale de cette fonction est exprimée par l'éga- 
lité 
À fr) 6 (@— ro) dV = f (ro), (3.26) 


V 


où le point de rayon vecteur r, se situe à l’intérieur du volume d'in- 
tégration V dans lequel est donnée la fonction continue f (r). Si ce 
point se trouve en dehors du volume V, l'intégrale (A3.26) est nulle. 
La fonction delta à trois dimensions peut être commodément re- 
présentée sous la forme d’une intégrale triple dans un espace k illi- 
mité 
1 = 
sr | eixr dk. (A3.27) 


Ô (r) — 


Une fonction delta à trois dimensions résulte par exemple de la 
dérivation suivante par rapport aux composantes du rayon vecteur r: 


D 1 d 
V= T=rT — —4nû (r—r e (A3.28) 


ANNEXES 289 
Annexe 4 


POLYNÔMES DE LEGENDRE 


Les polynômes de Legendre és (x) sont solutions de l'équation 
différentielle (v. au [7] à (91) 


[4-2 + n (n+1) P,=0, (A&.1) 


—1<Lz<iet n = 0, 1, 2, ... 


Quelques premiers polynômes ayant les indices nr = 0, 1,2et 3 
sont de la forme 


P(n=t, Pt=z P(@)=+Gr—1), 
P,(2)=—+ (62° — 37). (A4.2) 


Un polynôme de Legendre de degré n peut être calculé à l’aide 
de la formule 


Pa (2) = per + le — 1)". (A4.3) 
Les polynômes de Legendre possèdent les propriétés suivantes : 
Pr(—z)=(—1)" P, (x), (A4.4) 
P,(1)=1, (A4.5) 
Pon+s (0) = 0, (A4.6) 
_ (1 (2x)! £ 
| Por (0) REUTTES (A4.7) 
À Pa (x) Pm (2) dr = 5 Bnms (A4.8) 
P, = 1020 A4. 
| eh+1 (7) dx ARE (+1) 1! (A4.9) 
1 
| Por (x) dx = Ôpo. (44.10) 
0 


Si les indices z et m sont simultanément pairs ou impairs, les 
polynômes vérifient l'égalité 


Ônm- (A4.11) 


Pa (2) Pm (ro) di = 
e 


19—0759 
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Pour les polynômes sont valables les formules de récurrence: 
(re 1) Po (x) — (2n + 1) zP, (x) + nPr1(x) = 0, (A4.12) 
(z° — 1) P, (x) = nxP, (x) — nP,., (x), (A4.13) 

Pa (x) — zPa (2) = (nr +1) P, (2), (A4.14) 


le prime désignant la dérivée de la fonction P, (x) par rapport à 
l'argument zx. 

Les polynômes de Legendre forment une famille complète de fonc- 
tions orthogonales dans l'intervalle [—1, +1]. Il en résulte qu’une 
fonction arbitraire f (x), deux fois dérivable et donnée dans cet inter- 
valle, peut être développée en série: 


{ (x) — 2 CnPh (x), (A4.15) 


où 
i 


Cr = | f(x) P, (x) dz. (A4.16) 
21 


On prend souvent la fonction z — cos 8 en tant qu'argument des 
polynômes de Legendre. Dans ce cas, il faut changer la variable d’in- 
tégration dans les intégrales (A4.8) à (A4.11) et (A4.16) de sorte que 
l'équation de Legendre (A4.1) prend la forme 


"+ (sin QE CAO 4 nr (+1) P, (cos 0) = 0. (A4.17) 

En comparant le premier membre de (A4.17) au laplacien en 
coordonnées sphériques (A1.46), on a pour r O0, les relations utiles 
suivantes : 


V2P, (cos 6) — _1079 P, (cosB), (A4.18) 
V2 (r"Pn (cos 0) =0, v° (22089) 0. (44.19) 


I1 en résulte que la solution de l'équation de Legendre V“p = 0 
est aussi une somme des polynômes de Legendre à coefficients a, 
et b, quelconques: 


L48 


p= 5 (ar"+b,r-"-1) P, (cos 0). (44.20) 
n=0 
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Annexe 5 


FONCTIONS SPHÉRIQUES 
Les fonctions sphériques Y:» (6, %) sont définies par les for- 

mules *) 
Yim (6, Ÿ) = 

_ nu il 2141 (— ml)! bim] x : 

= (—1 F VTT (ln Pr (cos6)eimv, (A5.1) 
où —/<Sm<l et 1—0, 1, 2,..., et Pj (cos 8) sont les polynômes 
associés de Legendre : 


PP (cos 0) = sin” 471 (cos 6) (A5.2) 


(d cos 6)n ” 


Ecrivons les neuf premières fonctions sphériques : 


1 Nr 
Y'00 = TE * Fit V À cos 6, 
Yau=Fiy sin des, (A5.3) 
HS * 
Y = VV (1 — 3 COS” 6), 
Yo += + y À cos 0 sin 8etiv, (A5.4) 


Pr,s2= — 4 _ sin? 0e+i2v, 


Les fonctions sphériques Y 1% (6, ) fournissent des solutions bor- 
nées de l'équation différentielle 


1  d (sin0 }+(20+1— re ) Vim = 0. (A5.5) 


sinO d6 
Aussi, lorsque le laplacien agit en coordonnées sphériques sur la 
fonction Y'im (8, b), cette dernière se reproduit : 


VEY im (0, #10 y, (0, +). (A5.6) 


où r 0. 
Parmi toutes les propriétés, bien nombreuses, dont jouissent les 


fonctions sphériques, signalons seulement celles qui sont utilisées 
dans le présent ouvrage **). 


*) Le choix du facteur de normalisation correspond à la définition de la 
fonction sphérique adoptée en Mécanique quantique [10]. 
**) Voir pour plus de détails, par exemple, les ouvrages [7] et [9]. 


19% 
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Les fonctions sphériques sont orthogonales sur la surface d’une 
sphère de rayon unité 


| Yan (8, %) Fimo (8, Ÿ) dO = Brrômmr, (A5.7) 


où dG2 — sin 6d6dÿ est un élément d'angle solide. Pour m = 0, la 
fonction sphérique est exprimée par le polynôme de Legendre 


Yro= i! y” ii P; (cos 6) (A5.8) 


et est indépendante de l’angle azimutal +. Les relations intégrales qui 
conduisent aux fonctions Y;, sont les suivantes: 

27 

À Fm (8, 15) db = 23180m Ÿ 10 (A5.9) 


0 
FA 


| Yi (0, 4) Firm: (8, 1) db = 200mmŸioŸ 0. (A5.10) 
0 


Les développements en série suivant les fonctions sphériques qui 
s'avèrent de très grande utilité pour le calcul d’un potentiel sont 
les suivants: 


co l 
= À Dar 7+1 Er Vin (8, 1) Yim (8, ')}(r>r'), (A5.11) 


(=  . 


CA 


FT [ ù AT 7 Vim(8". Ÿ°) Yim (8, ÿ) (r>r), (A5.12) 


[m0 mr=— 1! 
où r, 6 et 1 sont les coordonnées sphériques du point de rayon vec- 
teur r. Des grandeurs analogues se rapportant à un autre point de l’es- 
pace sont affectées de prime. 
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FONCTIONS CYLINDRIQUES 


Les fonctions cylindriques Z, (x) sont solutions de l'équation de 


Bessel P 
Zy dZy u 
et + (1) 7,20, (A6.1) 


z dx 


où O0 S x << © et v est un certain paramètre. 
La solution J, (x) de l'équation (A6.1) est appelée fonction de 
Bessel d'ordre v ou ApEHen cylindrique de première espèce 


(—1)h z \2hk+v 
" DS rer (à J '  (a62 
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où l' (s) est une fonction gamma qui est définie, pour Re s > 0, par 
la formule : 


'(s) = | e-tts-1 dE. (A6.3) 


0 
Les propriétés principales de la fonction gamma sont : 
T(s+1)=s (s), T (1) = 1, FT (0) = oo. (A6.4) 


Si nr est un nombre naturel, il résulte des relations (A6.4) que 
T(n+i)=n! et F(—n) = (—1)"-00 

Une deuxième solution linéairement indépendante de l'équation 
de Bessel devient égale à l'infini au point zx = 0. Si le paramètre v 
n’est pas un nombre entier, une telle solution est fournie par la 
fonction J _, (x) ou la fonction de Neumann 


J,(z)cos av—J.(zx) 
sin 7v é 


N, (x) = (A6.5) 
que l’on appelle aussi fonction cylindrique de deuxième espèce. 

Dans le cas où le paramètre est un nombre entier v = nr ainsi que 
pour v = O, est vérifiée la relation J _, (x) — (—1)"J, (x) qui mon- 
tre que les fonctions J_, (x) et J, (x) sont linéairement dépendantes. 
Voilà pourquoi, pour v = x ou v = 0, on prend comme deuxième 
solution linéairement indépendante de l'équation de Bessel la fonc- 
tion de Neumann 


N, (x)=lim SR ETC (A6.6) 
Von 
où n — 0, 1, 2, 


Dans certains cas il y a avantage à utiliser pour la fonction de 
Bessel d'ordre entier nr la représentation intégrale 


TI T 
J,@=— | eitng-x sin 0) gp = — À eitne-x c0s 9) do. (A6.7) 
TH 7 


Les fonctions sin q, cos @ et eir® étant périodiques, l'expression 
(A6.7) peut être intégrée sur un intervalle quelconque de ®@, à wo + 
+ 2x où y, est un nombre réel arbitraire et nr = 0, 1, 2, ... 

Comme solutions des équations de Bessel on utilise aussi des fonc- 
tions cylindriques de troisième espèce (fonctions de Hankel) 


HS (zx) =J, (2) +iN, (2), (A6.8) 
HP (z)=J,(x)—iN, (x). (A6.9) 


Ici, H{°(x) et Hf’(x) sont les fonctions de Hankel de première 
et deuxième espèces de rang v. Ces dernières s’écrivent souvent 
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sous forme d’intégrales 


HP (x) = — | evt+ix cht gt. (A6.10) 
ami Le 
HP (a)= —<— | evt-ix ch! q{, (A6.11) 


dans lesquelles le paramètre v et la variable x peuvent prendre des 
valeurs complexes si l'on considère des prolongements analytiques 
de ces fonctions dans le plan complexe (8, 9]. 

Les fonctions cylindriques de première, de deuxième et de troi- 
sième espèces étant linéairement indépendantes, la solution générale 
des équations de Bessel peut être représentée sous la forme d’une 
combinaison linéaire, à coefficients arbitraires, de deux quelconques 
des fonctions cylindriques indiquées. 

Signalons certaines propriétés des fonctions cylindriques: 


Zu (9) +244 (= © 2, (2), (A6.12) 
Zv (x) Zn (2) =2 ©, (A6.13) 
Po = 2, (2), (A6.14) 

EZo (E) dE = xZ (x), (A6.15) 


où la fonction cylindrique Z, (x) peut être représentée par l’une quel- 
conque des fonctions J, (x), N, (x), H° (x) et HŸ (x). 

Les représentations approchées des fonctions cylindriques, va- 
lables pour de faibles valeurs de l'argument | x | € 1, sont les sui- 
vantes : 


z" 
J, (x) = 2TG+D (A6.16) 
Na (= — 29" (2) pour n>1, (A6.17) 
No =+ (ins +c), (A6.18) 


où C = 0,5772. La représentation approchée des fonctions de Hankel 
est obtenue à partir des formules (A6.8) et (A6.9) à l’aide des rela- 
tions (A6.16) à (A6.18). 
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Les expressions asymptotiques pour de grandes valeurs de l'ar- 
gument | z | à 1 sont les suivantes: 


J, (x) = V cos (z—5v—2+), (A6.19) 
N,(x)= 7] TE sin(z—+v—#), (A6.20) 


alors que les expressions correspondantes pour les fonctions de Han- 
kel peuvent être obtenues à partir des formules (A6.8) et (A6.9), 
compte tenu des relations (A6.19) et (A6.20). 

La résolution de nombreux problèmes de Physique aboutit à 
l'équation différentielle 


d° 1 à 2 ; 
Te nr PE ( 2——+.) y=0, (A6.21) 


dont la solution est généralement exprimée par les fonctions de 
Bessel J, (àr) et les fonctions de Neumann #, (àr) de l'argument 
z = Àr: 

y = Cid (hr) + ce, (hr), (AG.22) 
où c, et c, sont des constantes arbitraires qui se déterminent par les 
conditions aux limites de l'équation (AG.21), alors que le paramètre 
v peut prendre aussi des valeurs entières. 


La fonction f (r), qui est continue dans l'intervalle (0, œ), peut 
être développée en intégrale de Fourier-Bessel : 


O0 


f (r) = \ ci] n (hr) ?. di. (A6.23) 
: 


où n est un entier quelconque ou zéro et le coefficient du développe- 
ment c;, s'exprime par l'intégrale 


a = | f (r) Ja (ar) r'dr. (A6.24) 
0 
Les fonctions de Bessel J, (àr) et J, (À'r) à valeurs différentes du 
paramètre À sont orthogonales dans le sens suivant: 


Ja Gr) Ja Or) rdr= 26 (3). (A6.25) 


Pour que la fonction f (r) soit développable en intégrale de Fourier- 
Bessel, elle doit être continue par morceaux et présenter un nombre 
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fini de maximums et de minimums dans tout intervalle fini de va- 
riation de l'argument r et, de plus, l'intégrale 


ff@)Vrar. (A6.26) 
0 
doit être absolument convergente. 
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CALCUL TENSORIEL DANS L'ESPACE 
PSEUDO-EUCLIDIEN 


On convient de caractériser un événement réalisé par des coordon- 
nées À, Ÿ, Z et un temps t. On appelle intervalle entre deux événe- 
ments Zi, Yys Zpr 4 © Los Yes 79, lo Une grandeur S$,, dont le carré est 
donné par l'expression 


Sé = C* (te — tn) — (fe — D) — (Ye — y) — (2 — A).  (A7.1) 


Suivant les thèses fondamentales de la théorie de lu relativité, 
l'intervalle entre deux événements identiques a la même forme et la 
même valeur numérique dans tous les systèmes de référence galiléens. 
En d’autres termes, la forme quadratique (A7.1) est un invariant, 
c'est-à-dire elle est indépendante du choix du référentiel galiléen. 

Vu cette circonstance, il y a intérêt à réunir l’espace à trois di- 
mensions ordinaire et le temps en un seul espace à quatre dimensions 
dont tout point est caractérisé par un quadrirayon vecteur z' de 
composantes 

LC LL LT 1), © — 7. (A7.2) 


Dans cet espace à quatre dimensions, le carré de la distance entre 
deux points est déterminé par la forme quadratique (A7.1) alors que 
le carré du quadrirayon vecteur s'exprime par 


(re — (2) — (2) — (CŸ = ginz'r”, (A7.3) 
où £g;, est un tenseur métrique 


1 (Q 0 0 
O —1 0 0 
0 O —1 0 }” 
0 0 O —1 
Le premier indice i — 0, 1, 2, 3 se rapporte aux lignes du tableau 
(A7.4) et le deuxième, k, aux colonnes. On suppose que sur des indi- 
ces « muets » qui se répètent et dont l’un est placé en haut et l'autre 


en bas, la sommation se fait partout de 0 à 3. Un espace défini par 
la métrique (A7.3) est dit pseudo-euclidien. 


Sin = gt —= (A7.4) 
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Lors du passage à un autre système de coordonnées à quatre di- 
mensions, les composantes du quadrirayon vecteur (A7.2) se trans- 
forment selon la formule 


z'—aizx'*}, (A7.5) 


où l'ensemble des coefficients a, forme une matrice de transforma- 
tion linéaire qui décrit le passage du système de coordonnées affec- 
tées de prime au système sans prime. L'indice supérieur du coeffi- 
cient a; indique le numéro de la ligne et l'indice inférieur le numéro 
de la colonne de cette matrice. 

Le passage inverse au système de coordonnées initial se fait selon 
la formule 


2" = air, (A7.6}) 


où l’ensemble des coefficients a forme une matrice de transforma- 
tion inverse, telle que 


A! 


1 af 
RE (AT.T) 


PE 
dsl O0 pour ik. 


Puisque dans l’espace à quatre dimensions considéré le passage 
à un autre système de coordonnées ne change pas la forme quadrati- 
que (A7.3), les matrices de transformation (A7.5) et (A7.6) satisfont 
aux relations 


LIRGI Am = Lims  EiRI Am = Elm- (A7.8) 


Dans l'espace à quatre dimensions, au passage d’un référentiel 
galiléen à un autre correspond le passage d’un système de coordon- 
nées à un autre, qui est tourné par rapport au premier d’un certain 
angle dans le plan X°X'. La transformation des composantes du 
quadrirayon vecteur correspondant à une telle rotation porte le nom 
de transformation de Lorentz. Elle se décrit par la formule (A7.5) 
dans laquelle la matrice de transformatinn est de la forme: 


{ V'/c 
V'1—Vic? y 1—Vifc: 
V/c 1 
= TER VE 0 0 (A7.9) 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


La matrice de transformation inverse de Lorentz est obtenue à 
partir de (A7.9) en changeant le signe de la vitesse V. 

On appelle quadrivecteur A l’ensemble de quatre grandeurs 
A°, A', Aet 4° qui se transforment, lors du passage d’un système 
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de coordonnées à quatre dimensions à un autre, comme les compo- 
santes du quadrirayon vecteur 


Ai=a;A'", A'i=aiAr. (A7.10) 

Par analogie avec le quadrirayon vecteur (A7.2), la première 
composante AÀ° du quadrivecteur A‘ est dite temporelle et les trois 
autres A!, 4° et 4% s'appellent composantes spatiales. Ces compo- 


santes s’écrivent parfois sous une forme explicite en introduisant 
pour le quadrivecteur la notation suivante: 


Ai = (A9, A). (A7.11) 

De même que dans le cas du quadrirayon vecteur, la forme qua- 
dratique 

(A9) — (47) — (4°) — (4°), (A7.12) 


formée des composantes de tout quadrivecteur A’ est un invariant. 
On l'appelle carré du quadrivecteur. Le carré d’un quadrivecteur 
peut être positif, négatif ou nul. De tels vecteurs sont appelés respec- 
tivement quadrivecteurs du genre temps, quadrivecteurs du genre 
espace et quadrivecteurs nuls. 

Dans l’espace pseudo-euclidien, on introduit, par raison de com- 
modité, deux variétés de composantes d’un quadrivecteur. On affec- 
te de l'indice supérieur les composantes contravariantes A‘ d’un 
quadrivecteur et de l'indice inférieur les composantes covariantes 
A; du même quadrivecteur, ces deux variétés de composantes étant 


Ao = A9, A) = —A!t, A, = —A!,A,— —A%,  (A7.13) 


Les composantes covariantes et contravariantes d'un quadrivec- 
teur sont reliées entre elles à l’aide d’un tenseur métrique covariant 
£x et d’un tenseur métrique contravariant g'* de la manière sui- 
vante : 


À; = £ir AP, A'— eRA y. (A7.14) 


Ainsi, un même quadrivecteur peut être représenté soit par ses 
composantes contravariantes, soit par ses composantes covariantes : 


— (4°, A), A, = (4°, —A). (A7.15) 


Avec ces notations, le carré du quadrivecteur (A7.12) s'écrit sous 
la forme 


A0A° + A4! + 4.4? + A,AS = A Ai. (A7.16) 


Le produit scalaire de deux quadrivecteurs À, et B' est défini, 
par analogie avec l'expression (A7.16), par la relation 


A,Bi = AB + A,B1 + A,B? + A,B3. (A7.17) 


Un seul et même produit scalaire peut s’écrire de différentes 
façons 
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A ;B: —= AB; —= £in AB" = £'*A,B, —= 
—= A ,B° — AB — AB, — AB. (47.18) 


On appelle scalaire à quatre dimensions (quadriscalaire) une gran- 
deur qui ne change pas sa forme et sa valeur numérique lors du pas- 
sage à tout système de coordonnées à quatre dimensions tourné. C’est 
ainsi par exemple que le produit scalaire de quadrivecteurs est in- 
variant par rapport à toute rotation du système de coordonnées à 
quatre dimensions el, par conséquent, par rapport à la transforma- 
tion de Lorentz. Cela signifie que le produit scalaire des quadrivec- 
teurs est un quadriscalaire. 

Puisque le carré d’un quadrirayon vecteur z,x" est un quadrisca- 
laire, les composantes covariantes z, du quadrirayon vecteur se 
transforment, lors du passage à un autre système de coordonnées à 
quatre dimensions, selon la loi 


Th=TiGh Th —=Tiüh. (A7.19) 
où les coefficients a; et a, forment les mêmes matrices que dans le 
cas de la transformation des composantes contravariantes (A7.5) et 
(A7.6). Les composantes covariantes de tout vecteur se transforment 


selon les formules (A7.19). 
La différentielle 


D 00 î = 


d’un quadriscalaire O est aussi un quadriscalaire. Dans cette expres- 
sion, elle est représentée sous forme de produit scalaire des opéra- 
teurs de dérivation 4/6r! et des composantes contravariantes dz' du 
quadrivecteur. Î[l en résulte que les opérateurs 0/0x° de dérivation 
par rapport aux coordonnées z' doivent être considérés comme com- 
posantes covariantes d’un quadrivecteur opérationnel. De façon 
analogue, les opérateurs 4/0x; de dérivation par rapport aux compo- 
santes covariantes zx, d'un quadrirayon vecteur sont des composantes 
contravariantes d'un quadrivecteur opérationnel de sorte que 


ô 1 à 3/1 à - 
(+ c dt? v); azxi =(5+ “ot © —). CL 
Le quadrigradient d’un quadriscalaire ® est un quadrivecteur 
90 1 00 ns 
(is Sr. VO). (A7.22) 


La quadridivergence d’un quadrivecteur 4° est définie par la 
relation 
8Ai 1 94° 


re Ra Me div A. (A7.23) 


On appelle tenseur à quatre dimensions (quadritenseur) de rang 2 
l’ensemble de seize grandeurs 7* qui lors du passage d’un système 
de coordonnées à quatre dimensions à un autre se transforment com- 
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me les produits de composantes du quadrirayon vecteur : 
Th=aanT", The aiarTr, (A7.24) 


On définit de même un quadritenseur de rang plus élevé. Le qua- 
drivecteur et le quadriscalaire introduits ci-dessus peuvent être con- 
sidérés comme des quadritenseurs respectivement de rang 1 et de 
rang (0. 

Un même quadritenseur peut être représenté soit par ses compo- 
santes contravariantes T‘* affectées d'indices supérieurs, soit par ses 
composantes covariantes T';,, dont les indices sont placés en bas, 


soit enfin par les composantes mixtes T',;. Dans ce dernier cas, le 
premier indice peut être placé en bas et le deuxième en haut, ce qui 


indiquera d’autres composantes mixtes 7; du quadritenseur donné. 

Pareillement à ce que l’on a obtenu avec les formules (A7.14), la 
relation entre différentes formes des composantes d’un quadriten- 
seur peut être établie à l’aide des tenseurs métriques covariant et 
contravariant, par exemple 


Tin=gugremT, Tin=gnls, Ti =gug"Tm  (A7.95) 


En d’autres termes, l’élévation ou l’abaissement de l’indice tem- 
porel O ne change pas la composante correspondante d’un quadri- 
tenseur alors que la même opération effectuée sur l’un des indices 
spatiaux 1, 2 ou 3 inverse le signe de la composante. 

Si Tir — T'i, le tenseur TÀ est dit symétrique, alors que dans le 
cas où T'* — —Thi ji] est dit antisymétrique. Les composantes mix- 
tes d'un tenseur symétrique coïncident: T7}; = T}', c’est pourquoi 
on les note T} en plaçant les indices l’un au-dessus de l’autre. 


Dans le calcul tensoriel, les opérations algébriques essentielles 
sont l'addition, la multiplication et la contraction. 


On appelle somme de deux tenseurs Am et B',n un tenseur Cm 


de composantes C'ym — À ‘nm + B'rm. En d’autres termes, pour l’ad- 
dition de tenseurs ayant même forme et même rang, on additionne 
leurs composantes de même nom, et de plus de deux côtés de toute 
égalité tensorielle doivent se trouver des tenseurs ayant mêmes indi- 
ces libres placés dans mêmes positions. 

On appelle produit de tenseurs un tenseur dont les composantes 
sont égales aux produits des composantes et dont le rang est égal à 
Ja somme des rangs des tenseurs à multiplier. C'est ainsi par exemple 
que le produit de deux tenseurs A'" et B,, donne un nouveau ten- 


seur C'}, de composantes Cm — A*B,,. 

On appelle contraction d’un tenseur la sommation sur une paire 
d'indices dont l’un est covariant et l’autre contravariant. Le résul- 
tat de la contraction est un nouveau tenseur dont le rang est de deux 
unités inférieur à celui du tenseur primitif. 
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La somme 
T''= TO+TI+IiTL + TS (A7.26) 
obtenue par suite de la contraction d'un tenseur T'* s'appelle sa 
trace. Il est évident que 7‘; = T;'. 

Si la multiplication est suivie de la contraction, une telle opéra- 
tion s'appelle multiplication scalaire ou multiplication contractée. 
Par exemple, le produit scalaire d'un vecteur À, et d’un tenseur T'* 
est un nouveau vecteur B*: 


AT" = B\, (A7.27) 
Le quadritenseur unité 6j est défini par la relation 


{0 pour i—k, 
O0 pour ik. 


Sa trace est égale à quatre 6; — 4. Le quadritenseur unité 6' a, de 
même que les tenseurs métriques g,, et g'* la même forme dans tous 
les systèmes de coordonnées à quatre dimensions. 

Si les tenseurs A" et B,, vérifient l'égalité 


A'lBr = ôà, (A7.29) 


ils sont dits inverses l’un de l’autre. C’est ainsi par exemple que le 
tenseur métrique covariant g;, est l'inverse du tenseur métrique 
contravariant g'*. 


En plus des tenseurs 5}, g,, et gi", il existe encore un quadriten- 
seur qui ne change pas lors du passage à un autre système de coor- 
données. C'est un pseudo-tenseur unité à quatre dimensions, complè- 
tement antisymétrique, de rang 4eï*!", Ses composantes changent 
de signe lors de la permutation de deux indices quelconques. C’est 
pourquoi, les seules composantes non nulles sont celles dont les 
indices i, 4, Let m sont différents. Dans ces conditions on a e°!# = 1, 
alors que les autres composantes non nulles sont égales à 1 ou à —1 
suivant que le nombre de permutations nécessaires pour amener la 
suite de nombres donnée ikim à la suite 0123 est pair ou impair. 
Pour le tenseur e;zrm ON à €0193 = —1, de plus 


eme = —4\ — 924, (A7.30) 


Les composantes d'un quadritenseur vrai de rang 4 dont l’un 
des indices est temporel et trois autres spatiaux (ou inversement) 
changent de signe par suite de l’inversion. Au contraire, les compo- 
santes de eï*" ne changent pas même à l'inversion parce que, par 
définition, elles ont une seule et même forme dans tous les systèmes 
de coordonnéees. Voilà pourquoi eï“" n'est pas un quadritenseur 
vrai mais un pseudotenseur à quatre dimensions. 

La généralisation du théorème d'Ostrogradsky-Gauss au cas de 


(A7.28) 
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l’espace pseudo-euclidien à quatre dimensions s'écrit sous la forme 
i 

Ê Atas, — de, (A7.31) 
. Z 


Ai étant un certain quadrivecteur, dQ — dz° dx! dr° dr un élément de 
volume dans l’espace à quatre dimensions et dS, un quadrivecteur 
d’élément d’hypersurface dont les composantes contravariantes sont 
dS° — dr'dr° dr°, dS!' = dr° dr* dr, dS° — dr° dx! dr et dS* — 
— dz° dr! dr°. Au premier membre de l'égalité (A7.31), l'intégrale est 
étendue sur une hypersurface fermée et au second membre, elle est 
prise sur le volume à quatre dimensions limité par cette hypersurface. 

Chaque grandeur physique vectorielle peut être représentée, sui- 
vant la commodité, aussi bien par ses composantes contravariantes 
que par ses composantes covariantes. Îl en est de même pour les 
grandeurs tensorielles. Avec les notations adoptées, le quadriimpul- 
sion p', le quadrivecteur densité de courant j* et le quadripotentiel 
A s'écrivent sous la forme 


: é 6 ; " 
p=(<,p}) j=(cp,i, A4'=(, A). (AT.32) 
L'interprétation physique des grandeurs utilisées ici est donnée dans 
l'introduction théorique au chapitre V. 
Le tenseur de champ électromagnétique 
(A7.33) 


a la forme 


Fin = : (A7.34) 


Ft — : (A7.35) 
E, —H, H, O0 


oFik ER 4 À æ 
OFim , Fu, 8Fu _p A7.37 
oz! oxi FT zÀ ‘ 


Le tenseur d'énergie-impulsion de champ électromagnétique est 


Tih 4 ( ee FUF*, + Le Fi") . (A7.38) 


7 4 
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Ce tenseur est symétrique et sa trace est nulle. Le sens physique des 
différentes composantes du tenseur d’énergie-impulsion découle du 
tableau suivant : 


U SxlC  Syle s.lc 

Tik — Selle —Tex —Tay — Toys 
Syle —Tyx —Tyy —Ty: | 

Sale —T,z —T;y —T. 
où w est la densité d'énergie du champ électromagnétique, s le 
vecteur de Poynting et 7, 4 le tenseur de tensions de Maxwell (V.38). 


L'équation du mouvement d’une particule de masse m et de char- 
ge e dans un champ électromagnétique extérieur est 


(A7.39) 


dui € ri = 
MC =— Fus, (A7.40) 
où ds== cdt V1—v?/c? et ui — (u°, u) est une vitesse à quatre dimen- 
sions dont les composantes sont exprimées par la vitesse v de la 
particule de façon suivante : 


1 v = 
0 = , U=———\|, A7.41 
V'1—v2/c2 c V 1—v?/c? ) 
Dans le cas où une particule chargée se déplace avec une vitesse 
de l’ordre de la vitesse de la lumière, il faut introduire dans le se- 
cond membre de l'équation du mouvement (A7.40) encore une force 
à quatre dimensions 


gi= 2e%  OFik 
3mcs dr! 


dei 


3m°?c° 


(Friu) (Fu ») ui, 
(A7.42) 
qui tient compte du freinage dû au rayonnement. Les composantes 
temporelle et spatiale de la force à quatre dimensions gf sont liées à 
la force à trois dimensions f du frottement de rayonnement par la 
formule générale 
f v 
î — a ——— —— ll A7.43 
8 ( Vive? c 755) ) 
Quand la vitesse d’une particule chargée s'approche de la vitesse 
de la lumière, la force à trois dimensions du frottement de rayonne- 
ment prend la forme 


Ê 


2et 
uu! DRE CGT FF juu* + 
3m°c° 


2et 


7 3mic5 


(Faut) (Fu) v. (A7.44) 


Si l'on dirige l'axe des X le long de la vitesse v de la particule, 
on peut déduire de (A7.44) l'expression (V.65). 
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